Γιάννης Π. Πλατάρος 


«Για τους ορισμούς των Στοιχείων για το σηµείο, γραμμή . πέρας, ευθεία 
γραµµή . γωνία, όρο, σχήμα, κύκλο. αναδρομή στα σχόλια του οἱ 
Τποπιας Ηεαίῃ και στο αρχαίο κείµενο του Πρόκλου, εις Ευκλείδην και 


ανάπτυξη του περιεχοµένου τους» 


Σχόλια του Ηοαίῃ για τον ορισµό του σημείου. (Όρισμός 1 


Ευκλείδης: « σηµείον εστίν . οὐ µέρος ουθέν» 


Αφού παραθέτει τον προηγούμενο ορισμό του σημείου κατά Ευκλείδη. 
μας πληροφορεί, ότι ένας παράλληλος ορισμός για το σηµείο βρίσκεται 
στον Αριστοτέλη «Μετά τα Φυσικώ» (1035032): 

Αναφέρει ότι ο ΒοηπίΖζτο μετέφρασε στον πληθυντικό αυτό το χωρίο, 
λέγοντας ότι το είδος διαιρείται σε µέρη. Και σύμφωνα µετα παραπάνω, 
θα μπορούσαμε να πούμε , ότι ένα σηµείο είναι αυτό που δεν είναι 
διαιρετό σε µέρη. 

Ο Μαρτιανός Κάπελλα μόνος, ή σχεδόν μόνος το μετέφρασε 
διαφορετικά: «Σημείο είναι αυτό, µέρος του οποίου είναι τίποτα) .Ο 
Μαχ ΦΙΠΙΟΠ υιοθέτησε την μετάφραση, αλλά σύμφωνα µε τον Ηεαίμ, δεν 
θεωρείται ότι αυτή η μετάφραση ανταποκρίνεται προς τα πράγματα, 
παραθέτοντας το επιχείρημα, ότι αν ο Ευκλείδης εσκέπτετο έναν τέτοιο 
ορισμό, (µέρος σημείου το «τίποτα)) θα έπρεπε να είχε ορίσει εξ αρχής, 
ότι «σηµείο είναι αυτό που τα µέρη του είναι τίποτα» , πράγµαπουο 
Ευκλείδης δεν έκανε. 


Και συνεχίζει ο Ηεαίῃ: 





..-πδγοὶ πὲν οὖν ἑ στ’ Κά᾽ τοὰ εἰθοι] (εἶδος δὲ λέγω τὸ τὶ ἢν εἶναι) (εδώ ο ΗθΒίῃ προφανώς 
αναφέρεται στην ορολογία του Αριστοτέλη που Χρησιμοποιεί το «μέρος») 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


Ηροευκλείδιοι Ορισμοί 

Ο πρώτος ορισμός για το σηµείο είναι Πυθαγόρειος (« µονάς 
προσλαβούσα θέσιν»). µια πληροφορία που την συναντάµε στον 
Πρόκλο (σ.θ5. 21). Αυτός ο ορισμός χρησιµοποιείται συχνά και απὀ τον 
Αριστοτέλη («Μετά τα φυσικά»10160 24) και λέει ό,τι είναι µε κάθε 
τρόπο αδιαίρετο ὥς προς το μέγεθος, αλλά δεν έχει θέση είναι η µονάδα, 
ενώ, αυτό το οποίο µε τον ίδιο τρόπο είναι αδιαίρετο και έχει θέση, είναι 
το σηµείο. Ο Πλάτωνας φαίνεται να έχει αντίρρηση σε αυτόν τον ορισμό, 
Ο Αριστοτέλης στα «Μετά τα φυσικά» (9928 20) λέει ότι έχει αντίρρηση 
στην εισαγωγή αυτού του γένους [των σημείων] ὡς να είναι γεωμετρικό 
δόγµα και αποκάλεσε σηµείο την αρχή της γραμμής. ενώ συχνά ομιλεί 
και για αδιαίρετες γραµµές. 

Θα μπορούσε να γίνει φανερό, ότι όταν ο Αριστοτέλης έχει αντίρρηση 
στον ορισμό του σημείου , ὡς πέρας γραμμής, το κάνει διότι το θεωρεί 
αντιεπιστηµονικό. (Τοπικά ΝΙ 1410 21)’ 

Ο Χάϊμπεργκ φρονεί ., ότι οφείλεται στον Πλάτωνα που η λέξη στιγµή 
(την οποία χρησιμοποιεί συχνά ο Αριστοτέλης, αντικαταστάθηκε απὀ την 


λέξη σηµείο. (ο ενικός αριθµός [στιγμή] χρησιμοποιείτο απὀ Ευκλείδη 
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Το ακριβές χωρίον λέεει το εξής: «Ἐπεὶ αὲ καὶ οἱ Πυθαγό ρειοι τὸ σημεῖον ἀφορί - 

ζονται µονάδα προσλαβοῦσαν θέσιν, σκεπτέον τὶ ποτε 

νοοῦντες λέγοῦσιν» 


Παραθέτουµε καϊτις άλλες δύο γραμμές του αρχαίου κειµένου: τὸ πὲν πεπὶν Κ 3 γαείοη 
λέγεται µονάς, ΤΟ αὲ πεπῖν ΚΑ᾽ αῶσίη οβεοῃ 5ἴίσῃ», ἴΟ ἀὲ μοναχῇγραμμή, ἴ0 ἀ διχῇ 

ἐ πί πεδον, ἴΟ ἀὲ πεπὶν Κα ἵγίὶοί αἰαἰγοίΟι Καὶ! {Ο ροςΟη : 

4 Παραθέτουµε το χωρίον 20-24: . ἔ τι αἱ στιγμαὶ ΤΚ τ...ποὶ Τ παρΕΓγχοιισίη; Γοἱ[} πὲν οὖν τὰ 
γένει καὶ διεµάχετο Πλάτων ὡς ὄντι γεωμετρικῷ δό γµατι, ἀλλ' ἐ κάλει ἀρχὴ ν 
γραμμῆς-ἴοὰζο αὲ πολλΕΚΙ] Τ"Τ... αεἰ--τὰς ἀτό µους γραμμάς. 

Κ8...ἴοί ΦΠΕΟΚΗ Γοἱ)ἴννη εἶναί τι πέρας: ὥστ' ἐ ἕ οὗ λό γου γραμμὴ 

ἔ στι, καὶ στιγμὴ ἔ στιν. 


5 Παραθέτουµε το πλήρες απόσπασμα απὀ τον Αριστοτέλη ο οποίος ομιλεί για «προθύστερον» 
(λαμβάνεται λανθασμένα το φυσιολογικά ύστερον , ὡς πρώτον , Κάτι ανάλογον µε την «λήψη του 
ζητουµένου» ) σχήμα στους ορισμούς: «εἰσὶ αὲ τῶ τοιούτων ὁ ρισμῶ ὅ τε τῆς 

στιγμῆς καὶ ὁ τῆς γραμμῆς καὶ ὁ τοῦ ἑἐ πιπέδου' πάντες γὸρ 

διὰ τῶ ὑ στέρων τὰ πρό τερα δηλοῦσιν: ΤΟ πὲν γὸρ γραμμῆς, 

τὸ δ' ἐ πιπέδου, 0 ἀὃ στερεοὰ Γ85ἱ ρόγα] εἶναι.» 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


Αρχιμήδη και μεταγενέστερους.) Ο δεύτερος όρος (σηµείο) πιθανόν να 
θεωρείται περισσότερο κατάλληλος απὀ ό,τι ο όρος στιγµή, κάτι που 
φαίνεται να δίνει μεγαλύτερη οντολογική υπόσταση σε ένα σηµείο. 

Η αντίληψη του Αριστοτέλη ότι ένα σηµείο είναι αδιαίρετο και έχει θέση. 
για έναν πρόσθετο λόγο είναι αληθινή, απὀ παρατηρήσεις του τύπου ότι 
ένα σηµείο δεν είναι σώµα; και δεν έχει βάρος’. 

Ο Ηεπεε πιστεύει ότιτα σηµεία δεν μπορούν να κατασκευάσουν τίποτα 
συνεχόμενο, όπως για παράδειγµα µια γραμμή. 

Ἐπ΄ αυτού έχουµε το σχετικό χωρίο που λέει ότι ένα σηµείο . δεν µπορεί 
να συνεχίζεται µε σηµείο. («ου γαρ εστίν εχόµενον σηµείον σημείου ή 
στιγµή στιγμής») 

Στα «Φυσικώ) του Αριστοτέλη. έχουµε την απὀφανση, ότι µία γραμμή 
δεν αποτελείται απὀ στιγμές. («ου σύγκειται εκ στιγμών»’) 

Επίσης ο Αριστοτέλης µας λέει ότι ένα σηµείο είναι όπως το «τώρα» 
στην στιγµή. Το τώρα είναι αδιαίρετο και δεν είναι µέρος της στιγμής. .- 
Είναι µόνο η αρχή ή το τέλος ή µια διαίρεση του χρόνου και οµοίωῶς, ένα 
σηµείο , µπορεί να είναι ένα όριο, µια αρχή, ή διαίρεση µιας γραμμής, 
αλλά δεν είναι µέρος της ή γενικά µέρος οιουδήποτε μεγέθους. ᾿ 

Αλλού ο Αριστοτέλης λέει ότι ένα σηµείο µπορεί να παράξει µια γραμμή 
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µόνο έπειτα απὀ κίνηση. 





ὁὍευα εἷο Π.13.296417 

Τ ποιά ΠΙ.1209α11 

ἕσεῃ αἱ. 0ο: 1.2 317 α10 

(Ῥῃγείος ΙΝ δ.215019 

Στην Ελληνική γλώσσα αυτό είναι προφανές. 

11 Όσσα οἷ]ο Π.Ι.200ᾳα14, Ρηγδίος Π2224-21. ΝΙ.Ι 2310 .σ.5.4ᾳ 

2 ᾷς απίπῃα 1.4 40984 Το πλήρες πρωτότυπο χωρίον έχει ὡς εξής: «ἔ τι δ' 
ἐ πει φασι κινηθεῖσαν γραμμὴ ν ἐ πἰ πεδον ποιεῖν, 5{ἱαπθάη αὲ 
γραμµήν, καὶ αἱ τῶ μονάδων κινήσεις γραμμαὶ ἔ σονται"» 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


Άλλοι Αρχαίοι ορισμοί 
Σύμφωνα µε έναν ἈΝαγπΖΙ (έκδοση Ομπίζο σελίδα 32) ένας άγνωστος 
«Προύνδης) (όχι όµως και τόσο γνωστός) όρισε το σηµείο, ὡς αδιαίρετη 
αρχή όλων των μεγεθών . και ο Ποσειδώνιος ως το πέρας (όριο) που δεν 


έχει διάσταση ή ὡς το τέλος µια γραμμής. 


Κριτικές από σχολιαστές 


Πρακτικά ο ορισμός του σημείου απὀ τον Ευκλείδη. είναι σύµμφωνος µε 
τις αντιλήψεις του Αριστοτέλη . εκτός απὀ την ασυμφωνία που λέει ότι 
το σηµείο πρέπει να έχει θέση. Είναι όμως επαρκές αυτό. αν 
αναλογιστούμε ότι υπάρχουν κι άλλα πράγµατα που είναι χωρίς µέρη ή 
αδιαίρετα (π.χ. το «τώρα»-στιγμή στον χρόνο και η µονάδα ως αριθµός;) 
Εδώ Πρόκλος απαντά: (03. 18) ότιτο σηµείο είναι το µόνο αντικείµενο 
της Γεωμετρία που είναι αδιαίρετο '; 

Επίσης ο ορισμός του Ευκλείδη . έχει δεχθεί πάρα πολλές αρνητικές 


Κριτικές επειδή είναι αρνητικός. Κι εδώ ο Πρόκλος απαντά:( 94.10)’ 





'3Το ακριβές πρωτότυπον χωρίον αναφέρει: «πῦποη οΆη 1 5«Ππεκοη ἀπεγὲς κατὰ τ»άη ΟΕΝΠΕ- 
τρικὴ ν ὕλην καὶ ἡ µό νας κατὰτὴ ν ἀριθμητικήν» 


13 Ὁ πὲν οὖν Εὐκλεί δης διὰτῆς Φροῖ Ε5θνή ἴῖη 
μεριστῶ ἐ σήµηνεν ἡμῖν τὴ ν ἀρχὴ ν πάσης τῆς ὑ πο- 
κειµένης αὐ τῷ φύσεως εἰς θεωρί αν. καὶ γὸρ οἱ ἀπο- 
φατικοὶ λό γοι προσήκουσι ταῖς ἀρχαῖς, ὡς ὁ Παρμε- 
νι δης ἡμᾶ ς ἀναδιδάσκει τήν τε πρωτί στην αἰτίὶ αν καὶ 
τὴ ν ἐ σχάτην διὰμό νων τῶ ἀποφάσεων παραδούῦς. 
πᾶ σα γὸ ἀρχὴ τῶ ἀπ' αὐτῆς καθ' ἑτέραν οὐσί αν 
ὃ φέστηκεν καὶ αἱ τούτων ἀποφάσεις τὴ ν ἐ κεἰ νης ἡμῖν 
δηλοῦσιν ἰδιό τητα. ἵο σιΓ αίοη πὲν τούτων, Οἱ) άὲν 
) τούτων (ὄρε[ςοη, ὢ αἴτιό ν ἐ στι, γνώριμον πΏ 
γί νεται διὰ τοῦ τρό που τούτου τῆς διδασκαλἰ ας. 

Ἴσως δ' ἄν τις ἀπορήσειεν, πίᾷ πάντα μορφῶτι- 
κΏ καὶ μεριστᾶᾷ τῆς φαντασίἰ ας δεχοµένης ἀμερές τι 
σημεῖον ὁ γεωµέτρης ἐ ν αὐτῇῃθεωρεῖ. μὴ γὸρ ὅτι 
τοὺς ἐ ν διανοί α λόγους, ἀλλὰκαὶ τὸ, τῶ νοερῶ καὶ 
θεί ων εἰδῶ ἑἐ µφάσεις ἡ φαντασἰ α κατὰτὴ ν οἰκεῖαν 
δέχεται φύσιν, [η πὲν «πΌΓ{ ννη πογ{ 1 επ αὲ 
ἀσχηματί στων σχήµατα προτείἰ νουσα. πρὸς δὴ ταῦτην 
τὴ ν ἀπορί αν λέγομεν, ὅτι τῆς φανταστικῆς κινήσεως 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


Ότι οι αρνητικές περιγραφές είναι καλύτερες Κατά όσον αφορά τον 
ορισμό των πρώτων αρχών και ισχυρίζεται και ότι ο Παρμενίδης έχει 
περιγράψει την πρώτη και την τελευταία αιτία µε αρνητικό τρόπο. Ο 
Αριστοτέλης παραδέχεται ότι µπορεί κάποιες φορές που κάποιος θέλει να 
διατυπώσει έναν ορισμό να το κάνει µέσω αρνήσεων (Ώο απίπια ΤΠ1.6 
4300 .20):” «Το σηµείο και κάθε διαίρεση [στο μέγεθος ή στον χρόνο] 
και οτιδήποτε είναι αδιαίρετο µε αυτή την έννοια δηλούται ὡς στέρηση. 
Ο Σιμπλίκιος (σύμφωνα µε τον ΝαΙΠΙΖ1) λέει ότι ένα σηµείο είναι η αρχή 
ενός μεγέθους και απὀ αυτό αυξάνουν (τα μεγέθη) . Είναι επίσης το µόνο 
πράγµα το οποίο έχοντας θέση δεν είναι διαιρετό. Αυτός, όπως κιο 
Αριστοτέλης, προσθέτει, ότι µόνο µε την κίνησή του ένα σηµείο µπορεί 
να παράξει ένα µέγεθος.Το πρωταρχικό μέγεθος µπορεί να είναι µία 
γραµµή. εφ΄όσον το σηµείο δεν µπορεί να επεκτείνει τον εαυτό του. 

Ο Σιµπλίκιος παρατηρεί, ότι ο Ευκλείδης, όριζε το σηµείο αρνητικά, 
διότι έφθασε σε αυτό µε την διαδικασία απόσπασης επιφάνειας απὀ 
στερεό, γραμμής από επιφάνεια και --τέλος- σηµείο από γραμμή. «Από 
τότε το στερεό έχει τρεις διαστάσεις και ακολουθεί ότι ένα σηµείο (στο 
οποίο φθάνει αφού έχει περιορίσει διαδοχικά και τις τρεις διαστάσεις) ότι 
δεν έχει καμία διάσταση και κανένα µέρος.» 

Αυτό φυσικά επανεμφανίζεται σε μοντέρνες θεµελιώσεις της γεωμετρίας: 
Ένας ΝαΙτΙΖι προσθέτει µια ενδιαφέρουσα παρατήρηση: 

«Αν ένας θέλει να μάθει την σπουδαιότητα ενός σημείου, δηλ. ένα 
πράγμα περισσότερο απλό απὀ ό,τι µια γραμμή. ἀφησέ τον να πιστεύει 
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στο κέντρο του σύμπαντος και στους πόλους '. Αλλ’ ουδέν καινόν υπό 





|5 Το σχετικό χωρίον έχει ὡς εξής: ««τὸ ὲ µὴ κατὰτὸ ποσὸ ν ἀδιαί ρετον ἀλλὰ τῷ εἴδει 
νοεῖ ἐ ν ἀδιαιρέτῳ χρό νῳ καὶ ἀδιαιρέτῳ «τῷ» τῆς ψυχῆς.» 

1 ϱὁ στιγµ34 ΚΑ᾽ ρίθ58 αἱ... ΓΘ5Ι1, καὶ 
τὸ οὕτως ἀδιαί ρετον, δηλοῦται ὥσπερ ἡ στέρησις» 


Ιδ αντιδιαµετρικά σηµεία σφαίρας 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


τον ήλιον : Η ίδια η ιδέα που αναφέρεται, είναι Αριστοτελικής 
εμπνεύσεως, όπου ο Αριστοτέλης αντικρούοντας αυτούς που 
φαντάζονται ότι οι πόλοι έχουν κάποια επιρροή στην κίνηση κάποιας 
σφαίρας («Όταν οι πόλοι δεν έχουν μέγεθος, αλλά είναι άκρα και 


σηµεία) (Ώο πιοίι απίπιαΠΠῃ 3.669 421.) ΄ 


Σύγχρονες απόψεις: 


Στην σύγχρονη Γεωμετρία, έχουµε έξοχες θεµελιώσεις που βασίζονται 
στο νέο σύστηµα της αξιωματικής θεμελίωσης το οποίο υπήρξε 
κατάκτηση κατά την διάρκεια τῶν τελευταίων ' ετών. Χρειάζεται µόνο 
να αναφέρουμε τον Ρα56µ., Ὑετοποςε, ΕπΠίαες ., και ΗΙδοετί . Εδώ τα 
σηµεία θεμελιώνονται (ορίζονται) πριν τις γραμμές. Η αμυδρή 
προσπάθεια να τα ορίσουμε α ΡτίοΠ δεν είναι εφικτή. Αντί γι αυτό, τα 
πιο κοντινά πράγµατα στην φύση, που αναφέρονται σε αυτά είναι αυτά 
που µας βοηθούν να αποκρυσταλλώσουµε µια αντίληψη και µια ιδέα 

γι αυτά. 

Η πλήρης αναφορά -δήλωση που αφορά στην αντίληψη ενός σημείου, 
στον Ἀλ/οῦει και Ἰλ/οΙςίοίη όχει ως εξής: 

Η αντίληψή µας για το σηµείο, µπορεί να εξελιχθεί στην αντίληψη ενός 
αληθινού ή υποτιθέµενου υλικού σημείου, µε την διαδικασία των ορίων. 
Για παράδειγµα, αυτό µπορεί να γίνει µετον εγκέφαλό µας που θέτει ένα 
όριο σε απεριόριστες προσεγγίσεις. Αν υποθέσουμε ότι ένας κόκκος 
άμμου γίνεται όλο και διαρκώς μικρότερος. Με αυτό τον τρόπο 


εξαλείφεται η πιθανότητα ύπαρξης ακόµη μικρότερων ατόμων στον 





17 Το πρωτότυπο χωρίον είναι το εξής: «ἀλλ' ὅ τι τοὺς πό λους οἴονταί τινα 
δύναμιν ἔ χειν, οἱ)οὲν οβεοπία] πδαθοοί ΦΙ Ι' ὄντας ἔ σχατα 
καὶ στιγµάο» 


Ίδσε σχέση µε την χρονολογία της έκδοσης των σχολίων του Ησαί] (1952) 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


κόκκο της άµµου. Έτσι διαμορφώνεται η ιδέα --με περισσότερη 
σιγουριά- η θεώρηση του σημείου ως µια ορισμένη θέση στον χώρο, 
μοναδική, και µη επιδεχόµενη περαιτέρω διαιρέσεως. Αλλά βέβαια κι 
αυτή η θεώρηση είναι ελαττωµατική. Είναι αλήθεια . ότι έχουμε µια ιδέα, 
ότι ο κόκκος της άµµου γίνεται όλο και διαρκώς μικρότερος, ώστε να 
γίνεται ελάχιστα ορατός. Μετά από αυτό το σηµείο, είμαστε ουσιαστικά 
στο σκοτάδι. Δεν είναι δυνατόν να φανταστούμε πώς γίνεται μεγαλύτερη 
µείωση των κόκκων. Το ότι αυτή η διαδικασία θα τελειώσει, είναι 
αδιανόητη. Παρ όλα ταύτα, υπάρχει ένα όριο, πέρα απὀ το οποίο . δεν 
μπορώ να πάω. Εμείς πρέπει να πιστέψουμε σ΄ αυτό ή να το ζητήσουμε 
(αιτηθούµε) . χωρίς να έχουµε φθάσει ποτέ σ΄ αυτό. Αυτό είναι καθαρά 
µια πράξη αποχής (θέλησης) κι όχι µια πράξη κατανόησης. 

Ο Μαχ 5ΙπΙοΠ παρατηρεί, ότι κατανόηση του σημείου ανήκει στα όρια 


της αντίληψης του ανθρώπου. 


Ορισµός 2 
Ευκλείδης: «1 ραμμή δε ., μήκος απλατές) 


Ο Ηοαίμ παρατηρεί , ότι αυτός ο ορισμός µπορεί να αποδοθεί στην 
Πλατωνική σχολή . αν όχι στον ίδιο τον Πλάτωνα. Ο Αριστοτέλης 
(Τοπικά ΥΝ1.6. 143011) αναφέρεται σε αυτόν ., ὡς να είναι ανοικτός σε 
αμφισβητήσεις, διότι αυτός ο ορισµός «διαιρεί το γένος µε άρνηση» 
(δηλ. ότι η γραμμή είναι χωρίς πλάτος) . Εκτιµά ο Ηοαίμ , ότι αυτή την 
αντίρρηση την έθεσε για να πάρει πόντους έναντι των Πλατωνιστών. 


(διά 1435290) 


Εναλλακτικοί ορισµο(. 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


Σύμφωνα µε τον Πρόκλο είναι «μέγεθος εφ΄έν διαστατόν» (αφού η λέξη 
διάσταση χρησιµοποιείται σε σχέση µε την γραμμή την επιφάνεια και το 
στερεό. (Αυτό σπάνια αποδίδεται έτσι) «Ένας ΝαίΓίΖΙ» το αποδίδει στον 
«Πρωμίδη» (που πρέπει να είναι ο «Προύνδης) στον οποίο πάλι ο 
Ναιριζί απέδωσε άλλο ορισμό του σηµείου όπως προαναφέραμε) 
Επίσης αναφέρεται στην άποψη του Αριστοτέλη ότιη γραµµή είναι 
μέγεθος διαιρετό µε ένα τρόπο («μοναχή διαιρετόν)) σε αντίθεση µε τα 
μεγέθη που είναι διαιρετά µε δύο τρόπους («διχή διαιρετόν)) που είναι 
µια επιφάνεια ή στερεό που είναι διαιρετό µε όλους ή µε τους τρεις 
τρόπους («παντί και τριχή διαιρετόν») (Μετά τα φυσικά 1016025-27):᾽ 
Και (Μετά τα φυσικά 1020 α1 1)”. 

Επίσης αναφέρεται στο λεχθέν υπό του Πρόκλου για «ρύσιν σημείου) 
που την αποδίδει στον Αριστοτέλη (Ώε απίπια 1.4 409α4)”. 

Επίσης αναφέρεται σε μνεία που κάνει ο Πρόκλος σχετικά µε τον 


Απολλώνιο (100, 5-19)” 





| Το σχετικό χωρίο: «τὸ Πὲν πάντῃ καὶ ἄθετον λέγεται µονάς, τὸ ὲ πάντῃ καὶ θέσιν ἔ χον 
στιγµή, τὸ ἄὲ μοναχῃγραμμή, τὸ ὲ διχῇὲ πἰ πεδον, τὸ ὺ πάντῃ καὶ τριχῇδιαιρετὸ ν κατὰ τὸ 
ποσὸ ν σῷα: καὶ ἀντιστρέψαντι δὴ τὸ Πὲν διχῃδιαιρετὸν ἐ πἰ πε-δον, τὸ ὺ μοναχἢγραμμή, τὸ 
) μηδαμῇ διαιρετὸ ν κατὰτὸ ποσὸ ν στιγμὴ καὶ µονάς, ἡ Πὲν ἄθετος μονὸς ἡ αὲ θετὸς 
στιγµή.» 


3 Το σχετικό χωρίο από τον Αριστοτέλη έχει ως εξής; «Ποσὸ ν λέγεται τὸ διαιρετὸ ν εἰς 
Ἰπῃμρεγςοπία ἵη ΄ΚΕἴεΓοη Α »Καςίοη »η {Εἱ Κα᾽ ἴοαε τἱ ρδΓµΚεη εἶναι. πλῆθος 

Πὲν οὖν ποσό ν τι ἑ ἂν φγίαπηϊΟη 1, πδοθαοἱ αὲ ἂν μετρητὸ ν ᾗ | δᾳεῖαἰ ἀὲ πλῆθος μὲν τὸ 
διαιρετὸ ν δυνόµει εἰς μὴ συν-εχῆ, πδοθαο] αὲ τὸ εἰς συνεχΏ: πεοδαοι] ἀἲ τὸ μὲν ἐ φ'εΠ 
5ιηεεὲς µῆκος τὸ δ' ἑ πὶ δύο πλάτος τὸ δ' ἐ πὶ τρὶ α βάθος. ἴου)ἵννη 4ὲ πλἢῆθος μὲν τὸ 
Ρερεγαςηξηοη ἀγίαποἱ πἈκοὶ ἀξ γραμμ3ά Ρἱ Εἰο] ἀὲ ἑ πιφεπεἰᾶ Ὀεαο 4ὲ σῷο» 


3] Το ακριβές χωρίον: «ἐ πεἰ φασι κινηθεῖσαν γραμμὴ ν ἐ πἰ πεδον ποιεῖν, 5{ἱοπθάη αὲ 
γραμμµήν, καὶ αἱ τῶ μονάδων κινήσεις γραμμαὶ ἔ σονται’» 


Το ακριβές χωρίον κι εδώ έχει ὡς εξής: «ἔ χειν λέγεται. Τοσαῦτα περὶ τῆς γραμμῆς εἰρήσθω 
κατὰ τὸς θεωρικωτέρας ἑ πιβολάς. ἀποδεξώμεθα ὲ καὶ τοὺς περὶ ᾽Απολλώνιον λέγοντας, ὅ τι 
γραμμῆς ἔ ννοιαν Πὲν ἔ χοµεν, ὅταν τὰμήκη µό νον ἢ τῶ ὁ δῶ ἢ τῶ τοὶ χων ἀναμετρεῖν 
κελεύθωμεν' οὐ γὸρ προσποιούµεθα τό τε τὸ πλάτος, ἀλλατὴ ν ἐ φ'Ζ ν διάστασιν ἀναλογιζό µεθα, 
καθάπερ δὴ καὶ ὅταν χωρί α µετρᾷεν, τὴ ν ἐ πιφάνειαν ὁ ρῷεν, ὅ ταν 4ὲ φρέατα, τὸ στερεό ν. 
πάσας γὸρ ὁ μοῦ τὰς διαστάσεις συλλαβό ντες ἀποφαι-νό µεθα τοσό νδε εἶναι τὸ διάστηµα τοῦ 
φρέατος κατά τε µῆκος καὶ πλάτος καὶ βάθος. αἴσθησιν άὲ αὐ τῆς λάβοιµεν ἂν ἀπιδό ντες εἰς 
τοὺς διορισμοὺς τῶ πεφω-τισμένων τό πων ἀπὸ τῶ ἐ σκιασµένων καὶ ἐ πὶ τῆς σελήνης καὶ 
ἑ πὶ τῆς γῆς. τοῦτο γὸρ τὸ μέσον κατὰ πὲν πλάτος ἁδιάστατό ν ἐ στι, μῆκος αὲ ἔ χει τὸ συµ- 
παρεκτεινό µενον τῷ φωτὶ καὶ τῇῃσκιᾷ.» 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


Είδη γραμμών: 


Ο Ευκλείδης, δεν θεώρησε αναγκαίο τον διαχωρισμό των γραμμών σε 
εἴδη, ενώ αντίθετα ο Ἠρων τις ταξινομεί σε ευθείες και µη. Μια 
περαιτέρω διαίρεση των «και µη» σε ελικοειδής και κυκλοειδείς 
καμπύλες . αναφέρεται στον Αριστοτέλη που λέει για τους Πυθαγόρειους 
ότι έλεγαν τους όρους ευθύ και καμπύλο (Μετά τα φυσικά 986725)”. 
Επίσης αυτή η διάκριση φαίνεται και στην Πολιτεία του Πλάτωνα 
(Βεριδ]ίκ 602 9) 

Επίσης αναφέρεται στην ταξινόμηση που έκανα οι Αριστοτέλης και 
Πλάτων σε ευθείες, περιφερείς και μικτές. 


Παραθέτει δετις ταξινομήσεις κατά Γόμινο (11 και 21. που είναι οι εξής) 


Πρώτη . κατά Ι έμινον ταξινόµησ 


Σύνθετες 


«τεθλασμένη γωνίαν 
ποιούσα» 





Σχηματοποιούσαι Αόριστοι ή 
(κυκλικές ελλειπτικές επ άπειρον 

3 Το ακριβές χωρίον έχει ὡς εξής: «τοῦ παορρε εκβαλό μεναι 
»Σ[εγοἱ ὲ τῶ αὐ τῶ τούτων τὸς ΦΓςι] « (ευθείες. παραβολές 
τὸς κατὰσυστοιχἰ αν λεγοµένας, πέρο 
δεξιὸ ν [καὶ ] ἀριστερό ν, ἄρρεν [καὶ] 
[καὶ ] σκό τος, ἀγαθὸ ν [καὶ] κακό ν, τετράγῶνον [καί [ἑτερό µηκες: 









ᾖ: «Καὶ ταῦ τἀὰκαμπύλα τε καὶ εὐθέαί .....» 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


Κάποιες λεπτομέρειες που δεν μπορούν να αποδοθούν στο διάγραμμα 
είναι ότι μερικές «επ΄ άπειρον εκβαλλόµενες) δεν σχηματίζουν σχήμα 
(ευθεία παραβολή υπερβολή) ενώ κάποιες άλλες σχηματίζουν βρόγχο και 
οι άλλες (της οικογένειάς τους) εκβάλλονται επ΄᾽ άπειρον. (κογχοειδής του 
Νικομήδη , την οποία είχε χρησιμοποιήσει ο Νικομίδης για τον 


διπλασιασμό του κύβου και την τριχοτόµηση τυχούσας γωνίας)) 


Δεύτε κατά 1 ἔμινον ταξινόμηση: 


Ασύνθεται Γραμμαί 
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Σχήµα 


ποιούσα Αύριστη Γραμμές των 


(κύκλος) Ενθεία) στερεών 


Η εν αυτή 


συμπίπτουσα 
(κισσοειδής) 





ῄ Αι περί τα στερεά 
Αι κατά ρ ρ 
τας τοµάς 





Μη 


Οµοιοµερικές πουμε 


(κυλινδρική έλιδ) 


(όλες οι 
άλλες) 





1 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


Οµοιοερικές ή οµοιοµερείς λέγονται αυτές που είναι όµοιες σε όλα τα 
µέρη τους υπότην έννοια ένα µέρος τους να µπορεί να συμπίπτει µε 
κάποιο άλλο. (ευθεία, τόξα του ιδίου κύκλου) εδώ έχοµε δύο απλές, 


(ευθεία και κύκλο) και µια μεικτή (κυλινδρική έλιξ- κοχλιοειδής) 


"»βιγιυς εκ Ἑ τ κι 


Ιπποπέδη καμπύλη έχουσα εξίσωση(/ -α- Ἔσ Ἐκ Εν} Ξδι(α Ε ο) 


Μια άλλη ιστορική καμπύλη . η κισσοειδής του Λιοκλέους µε εξίσωση: 


γ΄ (α--) -αί 


Είναι η παρακάταο: 
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ααπης 


Γω Επ Οι Ίο Ευρ 


Να) βεπο| Ην] ΠΜυνερι] 














πιαως: Μορ! 
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Εξισωση: 
Ύ-α) αγ) υγ 
ΡΞΙΑΡΙΞΙΑΡ) 
το μήκος Ὁ είναι σταθερό κατά μέγεθος, η δε ΡιΡ2 στρέφεται γύρω από το 


Ο.ΟΓ. Τ. των Ρι και Ρ. είναι η κογχοειδής. 


ασύμπτωτη: 








Ἐλιξτου Αρχιμήδους 


Ορισµός 3 
«Γραμμής δε πέρατα, σηµεία» 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


Εδώ ο Αριστοτέλης µας λέει ότι είναι αντιεπιστηµονικό, να ορισθεί ένα 
σηµείο ως πέρας γραμμής, διότι έχουµε διάπραξη προθύστερου σχήματος 
. ορίζοντας το πρότερον . ύστερον” Ο Ευκλείδης λοιπόν, εισήγαγε τον 
ορισμό ενός σημείου διαφορετικά. και επειδή έπρεπε να ενώσει σηµείο 
µε γραμμή εισήγαγε αυτή την εξήγηση, αφού δόθηκαν ορισμοί και για τα 
δύο.Αυτός ο συμβιβασμός είναι δική του ιδέα χωρίς αμφιβολία . Το ίδιο 
συμβαίνει και σε µια επιφάνεια σε σχέση µε γραμμή (για τα πέρατα) 
όπως και σε σχέση ενός στερεού µε µια επιφάνεια . Ἐμείς έτσι χάνουμε 
µια αναφορά , ότι µια διαίρεση γραμμής εκτός απὀ την αρχή καιτο τέλος 
τῆς, ότι είναι ένα σηµείο. Ο Αριστοτέλης µας λέει ότι η τοµή δύο 
ευθειών είναι σηµείο (Μεταφυσικά 1060 515): 

αν αυτές οι εξηγήσεις είχαν δοθεί, τότε ο Πρόκλος θα είχε ξεπεράσει τις 
δυσκολίες που βρίσκει . ότι κάποιες απὀ τις γραμμές που χρησιμοποιεί ο 
Ευκλείδης, (Αόριστες και κυκλικές) δεν έχουν πέρατα. Επίσης η 
καμπύλη που ο Πρόκλος ονομάζει «θυρεό» (Ξέλλειψη) δεν θα είχε 
δυσκολία. 

Τελικά ο Πρόκλος Φφρονεί, ότι κατ΄ ουσίαν ο Ευκλείδης µας δηλώνει , ότι 


µια γραμμή(ευθ. τμήμα) έχει πέρατα κι αυτά είναι σηµεία. 





Ἄβλέπε και υποσηµείωση υπ΄ αριθμ.» 
(«84 αν στιγµα΄ [εννοειται ειναι τοµαι] γραμμῶ»), 
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Ορισµός 4 


Μυθεία γραμμή ἐστιν, ήτις εξ ἴσου τοις εφ αυτής σήµείοις κείται. 


Ο μόνος ορισμός της ευθείας που µπορεί να χαρακτηριστεί 
προευκλειδικός είναι αυτός του Πλάτωνα ο οποίος Ως ευθεία ορίζει τη 
γραµµή της οποίας το µέσον καλύπτει τα ακρα ( αν Όποθεσουμε ότι 
κάποιος µπορεί να κοιτάξει κατα μήκος της ευθείας και απὀ τα δύο της 
άκρα ). Ο ίδιος ορισμός κάνει επίσης την εμφάνισή του στον Παρμενίδη 
137 Ε ως εξής : ευθεία είναι οποιδήποτε γραµµή της οποίας το µεσο 
βρίσκεται μπροστά (έτσι ώστε να εμποδίζει τη θέα τους) και από τα δύο 
άκρα της (ευθύ γε οὐ αν το µέσον αμφοίν τοιν εσχάτοιν επίπροσθεν η). Ο 
Αριστοτέλης παραθέτει το άνωθεν µε ανάλογους όρους (κεφ. Υ1.Π. 1450 
27): οὐ το µέσον επιπροσθεί τοις πέρασιν. Το γεγονός ότι δεν αναφέρει 
το όνομα του Παρμενίδη όπως επίσης και το ότι παραθέτει τον ορισμό 
σε συνδυασμό µε τον ορισµο της ευθείας ὡς το άκρο µιας επιφάνειας, 
μας αφήνει να υποθέσουμε ότι οἱ ορισμοί αυτοί ήταν εξαιρετικά γνωστοί. 
Ο Ρτος]ς επίσης αναφέρεται στον ορισμό αυτό µε όρους του Πλάτωνα: 
ης τα µέσα τοις άκροις επιπροσθεί. Ο ορισμός αυτός είναι ευφυής αλλά 
σχετίζεται µε την αἴσθηση της όρασης και επικαλείται το(ως) αξίωμα ότι 
η γραµµή της όρασης είναι ευθεία (65. Το αγὶςίοίοΠαη ρτοῦίεπις 31. 20, 
050, 39 όπου προκύπτει το ερώτηµα γιατί μπορούμε να παρατηρήσουμε 
καλύτερα την ευθύτητα /ευθυγράµιση σε µια σειρά πχ γραμμάτων µε το 
ένα µάτι παρά και µε τα δύο µαζί.) Αναφορικά µε την ευθύτητα /µε το 
κατά πόσο είναι ευθείες των 'οπτικών ακτίνων’, όψεις, οἳ. ο Ευκλείδης 
στα Οπτικά του υιοθετεί τον όρο υπόθεσις και είναι ο πρώτος που κανει 


λόγο για 'ευθείες γραμμές) εικονικά προεκτεινόµενες απ᾿΄τα µάτια χωρίς 
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να χρησιμοποιεί τη λέξη όψεις και υποστηρίζει πως στο σύνολό τους 
δίνουν σχήµα κώνου του οποίου η κορυφή βρίσκεται στα µάτια 

Καθώς ο Αριστοτέλης δεν αναφέρει κανένα ορισμό της ευθείας 
παρόμοιο µε του Ευκλείδη παρά µόνο αυτόν του Πλάτωνα και αυτόν 
που ορίζει την ευθεία ὡς ΄άκρο µιας επιφάνειας᾽ δεν μπορούμε να 
αμφισβητήσουμε ὁὀτι ο ορισμός του Ευκλείδη ανήκει αποκλειστικά σε 


αυτόν και σηµείο 'εφόρμησης) για τον μαθηματικό 


Η τοποθέτηση του Προκλου πάνω στον ορισµό του Ευκλείδη 


Οι ερμηνείες του ορισμού του Ευκλείδη ( ευθεία γραµµή έστιν, 
ήτις εξ ίσου τοις εφ᾽ εαυτής σηµείοις κείται) είναι πολλές σε αριθµό αλλά 
καμιά αρκετά ικανοποιητική ώστε να την αναφέρουμε. Μερικές 
αυθεντίες μάλιστα όπως πχ ο ΡδανΙΙ9 έχουν ομολογήσει πως δεν μπορούν 
να κατανοήσουν πλήρως τον ορισμό ώστε να Κάνουν περαιτέρω χρήση 
του. Είναι αρκετά φυσικό ο Πρόκλος να είναι ο πρώτος που 
ασχολήθηκε και διαπιστώνουμε ότι όντως η ερμηνεία του µε την πρώτη 
ματιά φαίνεται αληθοφανής και γίνεται πειστική. Ὑποστηρίζει πως ο 
Ευκλείδης « αποδεικνύει µε τον τρόπο αυτό ότι µόνο η ευθεία γραµµή 
καταλαμβάνει απόσταση (κατέχειν διάστηµα) ἴση µε αυτή ανάµεσα στα 
σηµεία της.» Γιατί, όσο τα σηµεία της απέχουν μεταξύ τους, τόσο 
µεγάλο είναι και το μήκος (μέγεθος) τῆς ευθείας της οποίας αποτελούν 
τα πέρατα.( Η απόσταση μεταξύ των σημείων µιας ευθείας της οποίας 
αποτελούν και τα πέρατα καθορίζει και το μήκος της ευθείας) Και αυτό 
ακριβώς αποτελεί και την ερμηνεία του εἆ ίσου ὡς προς τα σηµεία της 
ευθείας (το εξ ίσου επομένως/εμφανώς πρέπει να ερμηνευθεί ὡς ίση 


απόσταση) . «Όμως αν πάρεις δύο σηµεία περιφέρειας κύκλου ή 
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οποιασδήποτε άλλης γραμμής και αποµονώσεις την απόσταση μεταξύ 
τους πάνω στη γραμμή του θα διαπιστώσεις ότι αυτή είναι μεγαλύτερη το 
διάστηµα που τα χωρίζει. Και αυτό συμβαίνει µε όλες τις γραμμές εκτός 
της ευθείας. Από αυτό προκύπτειεξ᾽ου και η συνήθης παρατήρηση, 
βασισμένη στην κοινή λογική. ότι αυτός που ταξιδεύει σε ευθεία γραμμή 
διανύει µόνο την απαραίτητη απόσταση ενώ αυτός που δεν ταξιδεύει 
ευθεία διανύει μεγαλύτερο διάστηµα απὀ το απαραίτητο.» ( Οᾷ Ατιρίοίο, 
Ώο (αεἰο 1. 4,271 α 31, πάντα απόσταση θεωρούμε την ευθεία που µας 
χωρίζει από το σηµείο στο οποίο αναφερόμαστε). Επομένως ο Πρόκλος 
θα ερμήνευε τον ορισμό κάπως έτσι: ευθεία είναι η γραμμή η οποία έχει 
έκταση ίση µε (τις αποστάσεις που χωρίζουν) τα σηµεία της. Αυτή η 
ερμηνεία μοιάζει να προσπαθεί να εµβολίσει στον ορισμό του Ευκλείδη 
την υπόθεση του Αρχιμήδη ( Σχετικά µε τή σφαίρα και τον κύλινδρο ᾖ, αά 
ΙΠΙ{ ) ότι απὀ όλες τις γραμμές που έχουν τα ἴδια άκρα η ευθεία είναι η 
μικρότερη. Για το λόγο αυτό το εζ ίσου πρέπει σαφώς να ερμηνευθεί ως 
“ίση απόσταση) Και το κείται εὔζ ἴσου να θεωρηθεί αντίστοιχο του 
᾿εκτείνεται σε ίση απόσταση’ ή ᾽αντιπροσωπεύει ίση απόσταση’. Αυτή η 
ερμηνεία είναι δύσκολη από µόνη της αλλά φαίνεται αδύνατη αν 
προσπαθήσουμε να την εφαρμόσουμε στον παρόμοιο ορισμό που έχει 
δώσει ο Ευκλείδης (Ώε{7) για το επίπεδο ως επιφάνεια ΄η οποία κείται εξ 
ίσου από τις ευθείες γραμμές που την αποτελούν ᾽. Όσον αφορά αυτό τον 
ορισμό ο Πρόκλος τις ίδιες λέξεις .εζ ίσου κείται . προσπαθεί να τις 
ερμηνεύσει ως εκτείνεται σε επιφάνεια/καταλαμβάνει χώρο ίσο με’. 
Ὑποστηρίζει δηλαδή (ρ.Ι17.2) ότι, «εάν δύο ευθείες γραμμές ορισθούν 
πάνω σ᾽ένα επίπεδο, η επιφάνεια του επιπέδου θα καταλαμβάνει χώρο 
ίσο µε αυτόν που βρίσκεται ανάµεσα στις δύο ευθείες γραμμές». Δύο 
ευθείες όμως απὀ μόνες τους δεν μπορούν να καθορίσουν κανένα 
απολύτως χώρο : θα ήταν απαραίτητο να σχηματίζεται ένα κλειστό σχήμα 


µε τα σύνορα/όρια του πάνω στο επίπεδο ώστε να υπάρχει αντιστοιχία 
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και µε την άλλη υπόθεση του Αρχιμήδη σύμφωνα µε την οποία ' 
ανάµεσα σε επιφάνειες ποὺ έχουν τα ίδια άκρα/πέρατα, εάν αυτές οι 
επιφάνειες βρίσκονται σε ένα επίπεδο, το επίπεδο εἶναι η πιο µικρή 
επιφάνεια( στο χώρο αυτό /στην περιοχή αυτή) ᾽. Μια τέτοια ερμηνεία 
του εξ {σου ακόµα και αν υποθέσουμε ότι σηµαίνει 'σε ίση απόσταση” 
δεν θα μπορούσε να σταθεί σ᾽ αυτή την περίπτωση σε αυτό τον ορισμό. 
Ἡ αναγκαιότητα επομένως να ἑρμηνεύσουμε το εξ ίσου ομοίως και στους 
δύο ορισμούς µάς εμποδίζει να θεωρήσουμε ότι αναφέρεται στην 
απόσταση ή το μήκος .. Πρέπει επίσης να προσθέσουμε ότι ο ΦΙπιρΗοίοις 


έδωσε τις ίδιες ερμηνείες µε τον Πρόκλο. 


Η γλώσσα και τη σύνταξη του ορισμού 


Ας εξετάσουμε τώρα τις αείια| λέξεις Και τη γραμματική της 
φράσης 'ήτις εξ ίσου τοις εφ΄εαυτοις σηµείοις κείται’. Σχετικά µε 
την έκφραση εἆ {σου σημειώνουμε ότι ο Πλάτωνας και ο 
Αριστοτέλης (η χρήση της έκφρασης στα κείμενά τους είναι 
αρκετά συχνή) της δίνουν/τη χρησιμοποιούν εννοώντας µια 
κατάσταση ισότητας”: δες οἱ εξ ίσου στους Νόμους του Πλάτωνα 
7770. 9190: Αριστοτέλης, Πολιτεία 1259 Ὁ 5 εἆ ίσου είναι 
ῥούλεται τήν φύσην, 'τείνει να βρίσκεται σε ισορροπία µε τη φύση,᾽ 
Είπ.ΝΙςο. ΥΠΙ. 12. 1161 και ὃ ενταύθα πάντες εξ ίσου, '᾿βρίσκονται 
σε µια κατάσταση ισότητας). Ελαφρώς διαφορετική είναι η χρήση 
στον Αριστοτέλη. Είπ.ΝιΙς.Χ.δ.Ι1175δ ἁ 25 των µεν γαρ αναγκαίων 
χρεία και εξ ίσου έστω και οι δύο χρειάζονται το ίδιο τα 
απαραίτητα για τη ζωή , κεφάλαια ΙΧ, 15. 174. 32 εἆ ίσου 


ποιούντα τήν ερὠτησην κάνοντας την ερώτηση µε αδιαφορία᾿ 


19 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


(χωρίς ένδειξη προτίμησης). Ἠπομένως η κανονική σημασία 
πλησιάζει περισσότερο σε εκφράσεις όπως εξισορροπηµένα, ίσα 
ως προς το μέτρο, κρατώντας ίσες αποστάσεις, χωρίς κάποια κλίση 
κτλ.. Η δοτική τοις εφ εαυτής συντάσσεται µε το εζ ίσου ἠ µε το 
κείται, Στην πρώτη περίπτωση η φράση πρέπει να σηµαίνει ᾽αυτή 
που κείται εξίσου (αναφορικά µε) απὀ τα σηµεία της, ενώ στη 
δεύτερη περίπτωση πρέπει να µεταφράσουμµε αυτή η οποία ,µέσα 
στα σηµεία της , είναι κατανεμημένη εξίσου/ομοιόμορφα’. ο Μεχ 
ΦΙΠΊΟΠ παίρνει την πρώτη σύνταξη και δίνει το εξής νόημα: ἀῑα 
(εταάο Ιαεσί ΙΠ σ]είο[ιεί Ὑλ/οίδε ο Ίπτε ΡυηΚίε.᾽ Αν οι τελευταίες 
λέξεις σημαίνουν 'µε τον ίδιο τρόπο όπως τα σηµεία της) δεν 
βλέπω ότι µας λένε κάτι αν και ο ΦΙΠΙΟΠ προσαρτά στις λέξεις την 
έννοια της απόστασης (Αὐςίαπά) όπως ο Πρόκλος. Την δεύτερη 
σύνταξη την αντιλαμβάνεται ως εξής: ἀῑο (ῑεταάο Ιδί Ιοεσί ἴτ 
(ἀιτε) 1πτο Ῥυπκίο σΙειομπιᾶξδδίἰσ σοσεῦεῃπ υοτάςπ᾽, η ευθεία 
γραµµή κείται συμμετρικά ανάµεσα στα σηµεία της ή εάν 
θεωρήσουμε το κείται ὡς παθητικό του τίθηµι . 'άῑδ (Ιεταάο 1Ι5ί 
ἀιτοἈ ΊἨτο ΡιηΚκίο σἱείεῃμπιᾶδςσίσ σοσεῦεῃ Υοτάοπ. ΄η ευθεία 
γραµµή καθορίζεται συμμετρικά απὀ τα σηµεία της). Προσθέτει 
επίσης ότι η ιδέα εδώ είναι η κατεύθυνση και ότι και η κατεύθυνση 
και η απόσταση (ανάµεσα σε δύο διαφορετικά σηµεία) θα ήταν για 
τον Ευκλείδη, όπως και για τον ΒοἱΖαπο αργότερα (ΒογαςΠίμήςοεή 
1ΔΕΥ οἰπίσο (σερεηςίαµάο ἄει ΕΙεπιοπίαγσοοπιοίγίθ, 1508, εισαγωγή 
από τον ῥΘδοποίίοῃ, [ηπήῆαί[ ιπᾶ ΜοιΠοᾶο αἄοθι ϱἰαμίπιοίγΙςᾖθή 
πιογγίσμίς, Π. Ρ.Ιθ)κύριες ανάγωγες έννοιες. 
Ενώ η γλώσσα είναι τόσο απελπιστικά ασαφής, μπορούμε ὠστόσο 
µε σιγουριά να πούμε ότι το εἶδος της έννοιας που επιθυμούσε να 
εκφράσει ο Ευκλέιδης ήταν αυτό της γραμμής η οποία φέρει το ἶδιο 


σχήμα σε όλα τα σηµεία της χωρίς κανένα ακανόνιστο ή ασύμμετρο 
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στοιχείο να διαφοροποιεί τα µέρη και τις πλευρές μεταξύ τους /από 
κάποιο κομμάτι ἠἦ πλευρά της απὀ κάποιο άλλο. Οποιαδήποτε τέτοια 
ασσυµετρία ανωμαλία/αρρυθµία θα γινόταν αµέσως αντιληπτή µε την 
ένωση των άκρων και τη στροφή της γραμμής γύρω απὀ αυτά: αν 
οποιεσδήποτε δύο θέσεις προεξείχαν͵ πχ. βρίσκονταν δεξιά ή αριστερά η 
µία της άλλης, ΄τότε η γραμμή δε θα κείτονταν κατά ομοιόμορφο τρόπο 


ανάµεσα στα σηµεία της’. 


Μία εικασία για την προέλευση και τη σηµασία του(ορισμού) 


Ἡ ερώτηση που προκύπτει είναι η εξής: ποιά είναι η προέλευση 
του ορισμού του Ευκλείδη ή αλλιώς πώς τον εμπνεύστηκε, Μου 
φαίνεται πως η πραγματική του βάση βρίσκεται στον ορισμό του 
Πλάτωνα σύμφωνα µε τον οποίο 'ευθεία γραμμή είναι η γραµµή το 
κέντρο της οποίας καλύπτει τα άκρα’. Ο Ευκλείδης υπήρξε οπαδός του 
Πλάτωνα και τι πιο φυσικό απὀ το να υιοθετήσει τον ορισμό του 
Πλάτωνα κατ’ ουσίαν, θεωρώντας παράλληλα απαραίτητο να αλλάξει τη 
φόρμα τῶν λέξεων έτσι ώστε να τον να τον απαλλάξει απὀ οποιαδήποτε 
«παραπομπή»στην όραση που ως φυσικό φαινόμενο δεν μπορούσε να 
σταθεί σε έναν καθαρά γεωμετρικό ορισμό; Για το λόγο αυτό πιστεύω 
πως ο Ευκλείδης µε τον ορισμό του προσπαθεί να εκφράσει, µε όρους 
που ένας γεωµέτρης δεν θα μπορούσε να αμφισβητήσει Ὡς µη 
γεωμετρικού αντικειμένου, το ίδιο πράγµα µετον Πλάτωνα. 

Η αλήθεια εἶναι πως ο Ευκλείδης επιχειρούσε το ακατόρθωτο. 
Όπως λέει ο ΡΠεϊιάοτοτ (Σχόλια στον Ευκλείδη). «Μου φαίνεται πως η 
έννοια της ευθείας γραμμής, χάρη στην απλότητά της, δεν µπορεί να 


αποδοθεί µε κανέναν κανονικό /συνήθη ορισμό ο οποίος δεν θα εισάγει 
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λέξεις που έχουν οι ίδιες οὕτως ή άλλως την ανάγκη προσδιορισμού 
(όπως είναι η κατεύθυνση. η ισότητα, η ομοιομορφία ή τη 
αντιστοιχία/οµαλότητα τῶν θέσεων, η σταθερή πορεία): µου φαίνεται ότι 
είναι αδύνατο, εάν ένα άτομο δεν ξέρει ήδη τι σηµαίνει ο όρος ευθεία . να 
του εξηγήσεις χωρίς να χρησιμοποιήσεις µε κάποιον τροπο µια εικόνα ή 
µια ζωγραφιά. Ανάλογα έχει παρουσιασθεί η ευθεία σε βιβλία όπως το 
ΕΙαπιοπίϊ ἆἱ σεοπιείτία του  Ὑετοποςε (Μέρος Ι., 1904, σελ. 10): 'Μια 
τεντωµένη χορδή, πχ. ένα μολύβδινο σύρμα, µια ακτίνα φωτός που 
εισχωρεί σε σκοτεινό δωμάτιο από µια µικρή τρύπα. όλα αυτά είναι 
ευθύγραμμα αντικείµενα. Το είδωλό τοὺς µας δίνει την αφηρημένη ιδέα 


µιας περιορισμένης γραμμής που λέγεται ευθύγραμμο τµήµα. 


Άλλοι ορισμοί 


Θα τελειώσουμε αυτό το σχόλιο µε κάποιους άλλους διάσημους 
ορισμούς της ευθείας γραμμής. Οι επόμενοι ανήκουν στον Πρόκλο 
(σελ.1 10. 19-23). 

1. Ἐπ᾽ ἀκρον τεταµένη γραμμή. Ο ορισμός αυτός χρησιµοποιείται 
και απὀ τον ἨἩρωνα µε την προσθήκη των λέξεων "επί τα 
πέρατα’. 

2. Μέρος τῆς δεν µπορεί να βρίσκεται σε ένα υποτιθέμενο 
επίπεδο εάν µέρος της βρίσκεται σε κάποιο υψηλότερο. Αυτό 
αποτελεί πρόταση στον Ευκλείδη. 

3. Πάντα αυτής τα µέρη πάσιν ομοίως εφαρμόζει. ο ἨΗρων 
χρησιμοποιεί τον ορισμό αυτό επίσης, µόνο που αντικαθιστά 
το ᾽ομοίως᾽ µε το µε το “παντοίως) «(με οποιδήποτε τρόπο) το 
οποίο αποτελεί καλύτερη διατύπωση καθώς καταδεικνύει ότι τα 
µέρη της ευθείας εφαρμόζουν καθ᾽ οιονδήποτε τρόπο. ακόµα 


και µε τον αντίστροφο, χωρίς να αλλάζει το αποτέλεσµα. 
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4. Ευθεία γραμμή έστιν η τῶν περάτων µενόντων και αυτή 
µένουσα. Η προσθήκη του Ἡρωνα σε αυτό 'οίον εν τω αυτώ 
επιπέδω στρεφομένη {όταν περιστρέφεται περιστρέφεται πάντα 
στο ἶδιο επίπεδο) και η ακόλουθη /παρακάτω παραλλαγή του 
ἕωτα ἴδια άκρα έχουν πάντα την ίδια θέση᾽ δείχνουν ότι ο 
ορισμός της ευθείας γραμμής ως γραμμής που 'δεν αλλάζει 
θέση ὀταν περιστραφεί γύρω απὀ τα άκρα της ή απὀ 
οποιαδήποτε δύο σηµεία της δεν αποτελεί αυθεντική 
ανακάλυψη του Γ,αιρηίΖζ ή του βαοσΠεΓΙ,του Κταβῇ ή του (σαυςς, 
αλλά φτάνει πίσω στα πρώτα χριστιανικά χρόνια.. Η εκδοχή του 
(α.15ς για τον ορισμό είναι η εξής η γραμμή στην οποία 
βρίσκονται όλα τα σηµεία που, κατά τη διάρκεια της 
περιστροφής ενός σώματος (ενός μέρους του 
χώρου/διαστήµατος) γύρω απὀ δύο ορισμένα σηµεία της, 
διατηρούν τη θέση τους αμετάβλητη ονομάζεται ευθεία 
γραμμή. Ο οδοµοίει  ({ Ι σελ.»15) διατείνεται ότι η 
έννοια/θεωρία της ευθείας γραμμής και η ιδιότητά της να 
καθορίζεται απὀ δύο σηµεία ασυναίσθητα θεωρείται δεδομένο 
σε αυτό τον ορισμό οπότε πρόκειται για λογικό “κύκλο”. 

5. Ἡ γραµµή η οποία µε µια άλλη του είδους της δεν είναι δυνατό 
να δώσουν σχήµα, η µετά της ομοειδούς µιάς σχήµα µη 
αποτελούσα. Αυτό αποτελεί ένα ξεκάθαρο ύστερον-πρότερον 
αφού προὺποθέτει την έννοια του σχήματος. 

Τέλος ο ορισμός του ΓεἰοπίΖ πρέπει να αναφερθεί: ευθεία γραμμή 
είναι αυτή που χωρίζει ένα επίπεδο σε δύο µισά ίδια σε όλα εκτός από τη 
θέση. Πέρα απὀ το γεγονός ότι ο ορισμός αυτός εισάγει το επίπεδο. δε 
φαίνεται να έχει Κάποιο πλεονέκτημα σε σχέση µε τον τελευταίο ορισμό. 

Ο Ιαρεπάτο χρησιμοποιεί την ιδιότητα της ευθείας όπως την 


διατύπωσε ο Αρχιμήδης: η μικρότερη απόσταση ανάµεσα σε δύο σηµεία. 
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Ο Υαπ οννιπάεη παρατηρεί (Ε]επιοπίε ἆετ (θοπιείτίο 1834, σελ.4) ότιτο 
να εκλάβεις αυτό ως ορισμό προὺποθέτει ως δεδομένο την πρόταση ότι 
οι δύο πλευρές ενός τριγώνου είναι μεγαλύτερες απὀ την τρίτη και την 
απόδειξη ότιοι ευθείες γραμμές που έχουν δύο κοινά σηµεία συμπίπτουν 
σε όλο τους το µήκος/ απὀ άκρου εις άκρον (Τ,οσεπάτο, Εἰεπιεπίς ἆς 
(αεοπιοίτ]ε Ι.. 2.8). 

Όλοι οι άνωθεν ορισμοί επιβεβαιώνουν την παρατήρηση του 
Όποσετ (Ώιο (εοπιείτιε ες Ευ, 1533): Η ευθεία είναι µία απλή έννοια 
και ὡς εκ τούτου/κατά συνέπεια όλοι οι ορισμοί είναι καταδικασµένοι 
ν᾿αποτύχουν....Αν όµως η “πραγματική διάσταση’ της ευθείας γραμμής 
έχει συλληφθεί έστω και µία φορά θα αναγνωριστεί σε όλες τις εκδοχές 
των ορισμών. Για το λόγο αυτό όλοι οι ορισμοί πρέπει να θεωρηθούν 
εζηγήσεις Και ανάμεσά τους καλύτερος είναι αυτός απὀ τον οποίο 
μπορούμε να αντλήσουµε/καταλήξουµε σε περρισότερα συμπεράσματα 


σχετικά µε το τι είναι ευθεία. 


Ορισµός ὃ 


Ἐπίπεδος δε γωνία έστιν η εν επιπεδω δύο γραμμών απτοµένων 
αλλήλων και µη επ᾽ ευθείας κειμένων προς αλλήλας των γραμμών κλίσις. 
Ἐπίπεδη γωνία είναι η κλίση δύο γραμμών σε ένα επίπεδο οι 
οποίες συναντούν η µία την άλλη χωρίς να αποτελούν/σχηµατίζουν 

ευθεία γραμμή. 

Η φράση 'µη επ᾽ευθείας) είναι παράξενη αν υποθέσουμε πως ο 
ορισμός επιδιώκει να συμπεριλάβει γωνίες που σχηματίζονται τόσο από 
καμπύλες όσο και απὀ ευθείες γραμμές. Θα περιμέναμε µία διατύπωση 
σαν το συνεχείς μεταξύ τους. Ο Ἠρων πιστεύει πως κάπως έτσι πρέπει 


να αποδοθεί το πραγµατικό νόηµα της έκφρασης αφού περνάει στην 


24 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


άµεση εξήγηση του τι θα σήµαινε το ου συνεχείς. Φαίνεται σαν όντως να 
σκόπευε ο Ευκλείδης να ορίσει την ευθύγραμμη γωνία, αλλά µε µια 
δεύτερη σκέψη, ὡς παραχώρηση προς την τότε κοινή αναγνώριση των 
καμπυλόγραμµων γωνιών, άλλαξε τις ευθείες γραμμές) σε “γραμμές και 
χώρισε τον ορισμό σε δύο. 

Νομίζω πως όλα τα στοιχεία υποδεικνύουν ότι ο ορισμός της 
γωνίας από τον Ευκλείδη ὡς κλίσης αποτελεί καινοτομία /µια νέα 
αφετηρία. Ο όρος αυτός δε συναντάται στον Αριστοτέλη και μπορούμε 
να συµπεράνουµε απὀ τα γραπτά του ότι η ιδέα που συσχετιζόταν την 
εποχή εκείνη µε τη γωνία ήταν μάλλον η απόκλιση ἠ το λύγισμα/κάμψη 
των γραμμών: βλέπε την συχνή χρήση του κεκλάσθαι και όλων των 
άλλων μορφών του ρήματος κλαω., όπως επίσης και την αναφορά του 
στην µία κεκλιμµένη γραμμή η οποία σχηματίζει γωνία (την κεκαμµένην 
και έχουσαν γωνίαν, Μεταφ. 10166όχ13). 

Ο Πρόκλος πάνω στον ορισμό αυτό έχει γράψει ένα µεγάλο και 
λεπτομερή σχολιασμό τον οποίο ως επἰ το πλείστον αντλεί απὀ τη 
δουλειά του δασκάλου Συριανού (ο ηµέτερος καθηγήµων). Δύο κριτικές 
που περιέχονται στον σχολιασμό δεν επιφέρουν καμία δυσκολία. Μια 
από αυτές ρωτά πώς, εάν µια γωνία είναι µια κλίση. µία κλίση µπορεί να 
δώσει/παράγει δύο γωνίες. Ἡ άλλη αναφέρεται στο γεγονός ότι ο ορισμός 
φαίνεται να αποκλείει τη γωνία που σχηματίζεται απὀ την κλίση µιας και 
µόνο καμπύλης γραμμής, όπως πχ. ο απὀλυτος/πλήρης κισσοειδής (σε 
αυτό που αποκαλούμε κορυφή καμπύλης) ή η καμπύλη γνωστή Ὡς 
ιπποπέδη. Αλλά καμπύλες σαν αυτές ανήκουν σε µια υψηλότερου 
επιπέδου γεωμετρία την οποία ο Ευκλείδης εὐλογα/δικαιολογηµένα δεν 


υπολόγισε. 
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Άλλοι αρχαίοι ορισμοί: Απολλώνιος, Πλούταρχος. Κάρπος 


Στο σχολιασμό του Πρόκλου καταγράφονται και άλλοι ορισμοί 
εξαιρετικού ενδιαφέροντος. Ο Απολλώνιος όρισε τη γωνία ως τη 
σύναψη µιας επιφάνειας ἠ ενός στερεού κάτω από το σηµείο 
Κλίσης/κάµψης γραμμής ή επιφάνειας (συναγωγή επιφάνειας ή στερεού 
προς ενί σημµείω υπό κεκλασμένή γραµµή ή επιφάνεια). όπου και πάλι η 
γωνία υποτίθεται ότι σχηματίζεται απὀ την κάμψη/απόκλιση µιας 
γραμμής ή µιας επιφάνειας. Ίσως ακόµα περισσότερο ενδιαφέρον είναι ο 
ορισμός ΄από αυτούς που υποστηρίζουν ότι το πρώτο διάστηµα υπό το 
σηµείον είναι η γωνία. Ανάμεσα σ᾿᾽αυτούς συγκαταλέγεται και ο 
Πλούταρχος ο οποίος ισχυρίζεται ότι ο Απολλώνιος εννοούσε το {ίδιο 
πράγμα. Γιατί, υποστηρίζει, πρέπει να υπάρχει µια πρώτη απόσταση 
κάτω απὀ την απόκλιση των εμπλεκομένων γραμμών ή επιφανειών, αν 
και, όντας συνεχής η απόσταση κάτω απὀ το σηµείο, είναι αδύνατο να 
επιτυγχάνει/αποτελεί την πραγματική πρώτη αφού κάθε απόσταση 
µπορεί να διαιρείται επ᾽ άπειρον. Ὑπάρχει µία ασάφεια ως προς τη χρήση 
της λέξης απόσταση (διάστηµα), έτσι εκτιμήθηκε τι 'εάν κάπως 
διαχωρίσουµε την πρώτη (απόσταση) και φέρουμε µία ευθεία γραµµή 
ενδιαµέσου της θα σχηματιστεί τρίγωνο και όχι µία γωνία Πέραν της 
αντιλογίας, δεν μπορώ παρά να βρω στην ιδέα του Πλάτωνα και των 
άλλων σπέρµατα µιας αξιόλογης σύλληψης στην απειροστή ανάλυση, µια 
προσπάθεια (μολονότι αποσπασματική και ατελή) να φτάσουμε στην 
εκτίµηση/να εκτιμήσουμε την/της απόκλιση διανύσματος μεταξύ 
γραμμών στο σηµείο συνάντησης τους ως µέτρο της γωνίας μεταξύ τους. 

Μια τρίτη άποψη για τη γωνία είναι αυτή του Κάρπου απὀ την 
Αντιόχεια ο οποίος είπε ότι ΄η γωνία ήταν ένα ποσόν, ήτοι ένα διάστηµα 


ανάµεσα στις γραμμές ή τις επιφάνειες που την περιέχουν. Αυτό σηµαίνει 
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ότι θα μπορούσε να είναι διάστηµα (ή απόκλιση διανύσματος) κατά µία 
έννοια (εφ᾽εν διεστώς), παρόλο που η γωνία δεν εἶναι εξ αιτίας 
αυτού/βάση αυτού µια ευθεία γραμμή. Γιατί οτιδήποτε επεκτείνεται προς 
µία κατεύθυνση (το εφ᾽έν διαστατόὀν) δεν είναι γραμμή. Όντας η φράση 
αυτή 'επεκτεινόµενη προς µία κατεύθυνση’ ο ορισμός της γραμμής , η 
ιδέα του Κάρπου δικαιολογημένα θα χαρακτηριζόταν ὡς το μεγαλύτερο 
δυνατό παράδοξο (πάντων παραδοξότατον). Η δυσκολία φαίνεται να 
προέκυψε απὀ την ανάγκη χρησιμοποίησης ενός διαφορετικού τεχνικού 
όρου για να εκφράσει µια νέα ιδέα. Ο Κάρπος αναμφισβήτητα φαίνεται 
να υιοθετεί την πιο μοντέρνα άποψη για την γωνία κατά την οποία η 
γωνία αντιπροσωπεύει απὀκλισήη διανύσματος παρά απὀσταση/διάνυσµα 
και να αντιλαμβάνεται το εφ΄εν ως κατά µια έννοια (περιστροφικώς) παρά 


προς µία κατευθυνσηή ή κατά µία διάσταση (γραμμικώς). 


Σε ποιά κατηγορία ανήκει η γωνία; 


Ὑπήρξε έντονη διαμάχη ανάµεσα στοὺς φιλοσόφους για την ειδική 
κατηγορία (σύμφωνα µε το σχεδιάγραµµα του Αριστοτέλη) στην οποία 
θα έπρεπε να καταταγεί η γωνία. Είναι δηλαδή ποσόν, ποιόν ή σχέση 
(προς τυ); 

1. Εκείνοι που την κατέταξαν στην κατηγορία του ποσού στήριξαν 
την άποψη τους στο γεγονός ότι µία επίπεδη γωνία τέµνεται 
από µία γραµµή και µία στερεή γωνία απὀ µία επιφάνεια. Αφού 
τότε είναι µία επιφάνεια που τέµνεται από µία γραµµή και µία 
στερεά η οποία τέµνεται απὀ µία επιφάνεια, ένιωσαν 
υποχρεωμένοι να συμπεράνουν ότι η γωνία είναι µία επιφάνεια 


ή ένα στερεό οπότε εἶναι και μέγεθος. Όμως τα ομογενή 
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πεπερασμένα μεγέθη, πχ. οι επίπεδες γωνίες πρέπει να φέρουν 
λόγο η µία προς την άλλη ἠ η µία πρέπει να είναι δυνατό να 
πολλαπλασιαστεί µέχρι να υπερβεί την άλλη. Ωστόσο αυτό δεν 
µπορεί να ισχύσει ούτε για την ευθύγραμμη γωνία ούτε για την 
κερατοειδή γωνία η οποία αργότερα επαναπροσδιορίστηκε ως 
γωνία ανάµεσα σε ένα κύκλο και µία εφαπτόµενη σ’᾽ αυτόν, 
αφού (Ευκλ. ΠΠ.Ι6) η τελευταία γωνία είναι μικρότερη απὀ 
οποιαδήποτε ευθύγραμμη γωνία... Ἡ αντιλογία ὠστόσο 
προὐποθέτει ότι τα δύο είδη γωνιών εἴναι ομογενή. Ο 
Πλούταρχος και ο Κάρπος κατατάσσονται ανάµεσα σε εκείνους 
οι οποίοι, µε τον ένα ή τον άλλο τρόπο, τοποθέτησαν τη γωνία 
ανάµεσα στα μεγέθη. Και, όπως προαναφέρθηκε, ο Πλούταρχος 
ισχυριζόταν πως ο Απολλώνιος ήταν υποστηρικτής της ἀποψής 
του παρόλο που η λέξη συστολή (µιας επιφάνειας ή ενός 
στερεού) όπως χρησιμοποιήθηκε απόὀ τον τελευταίο δεν 
συνιστά μέγεθος πολύ περισσότερο απ’ ότι η κλίση/κἀμψή του 
Ευκλείδη. Αυτός ο τελευταίος συλλογισμός αδιαμφισβήτητα 
οδήγησε τον «Αγάνη», προφανώς 'φίλο᾽ του Σιµπλίκιου, να 
επεξηγήσει τα λόγια του Απολλώνιου 'μία ποσότητα που έχει 
ὁιαστάσεις Και τα άκρα τής οποίας φτάνουν σε ένα σημείο. ᾽ 

2. Ο Εύὐδημος ο Περιπατητικός, ο οποίος έκανε µια ολόκληρη 
εργασία πάνω στη γωνία, διατεινόταν ότι ανήκε στην κατηγορία 
της ποσότητας. Ο Αριστοτέλης είχε δώσει ως τέταρτη του 
εκδοχή για το ποιόν « µορφή και σχήµα υπάρχουν/υφίστανται 
σε κάθε πράγμα, και, εκτός αυτών, ευθύτητα. Κκαμπυλοτήτα και 
τα όμοια» (κατηγορίεςδ.10 1 1). Δέει πως αναφερόμαστε σε 
κάθε ανεξάρτητο πράγμα ὡς ἴδιον ως προς τη µορφή του και 
αναφέρει ως παράδειγµα το τρίγωνο και το τετράγωνο, 


χρησιμοποιώντας τα και αργότερα (1Ρίᾷ.Πδτ»5) για να δείξει ότι 
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δεν επιδέχονται όλα τα εἰδη/όλες οι Ιδιότητες το περισσότερο 
και το Λιγότερο. Στα Φυσικά επίσης 1. 5. 158 η γωνία, η ευθεία, 
ο κύκλος αποκαλούνται είδη µορφής/σχήµατος . Ο Αριστοτέλης 
χωρίς αμϕιβολία θα θεωρούσε ότι η κάμψη/απὀκλιση 
(κεκλάσθαι) ανήκει στην ίδια κατηγορία µε την ευθύτητα και 
την καμπυλότητα. Σε όλες τις περιπτώσεις ο Εὐδημος θεώρησε 
ότι η γωνία προέρχεται απὀ την κάµψη και την απόκλιση 
(Κλάσις) γραμμών. Η κάµψη, συμπεραίνει, είναι ποιόν εάν και η 
ευθύτητα είναι ποιόν, και ό,τι προέρχεται απὀ ποιόν είναι Και το 
ίδιο ποιόν. Ωστόσο υπήρξαν ενστάσεις και σε αυτή την άποψη. 
Εάν η γωνία είναι ποιότης όπως η ζέστη ή το κρύο, πώς γίνεται 
να διχοτοµείται Ἡ γωνία µπορεί να διαιρεθεί. Και, εάν η 
διαιρετότητα είναι απαραίτητη ιδιότητα των πραγμάτων που 
θεωρούνται ποσόν και όχι ποιόν, µία γωνία δεν µπορεί να 
θεωρηθεί ποιόν. Ἐπιπλέον, το περισσότερο και το Λιγότερο 
αποτελούν τις ειδικές ιδιότητες της ποιότητας, όχι το ίσο και το 
άνισο. Για το λόγο αυτό εάν η γωνία ήταν ποιόν, θα έπρεπε να 
αναφερόμαστε στη γωνία όχι ὡς μικρότερη ή µεγαλύτερη. αλλά 
ως περισσότερο ή λιγότερο γωνία και θα έπρεπε να λέμε ότι 
δύο γωνίες είναι ανόµοιες Και όχι άνισες. Πράγματι ξέρουμε 
από τα σχόλια του Σιµπλίκιου, 535, 2] πάνω στο Ώο (α4εἱο του 
Αριστοτέλη τι εκείνοι που κατέτασσαν τη γωνία στην 
κατηγορία ποιόν όντως χρησιμοποιούσαν τον όρο όμοιες 
γωνίες. Ο ίδιος ο Αριστοτέλης χρησιμοποιεί τον όρο όμοιες 
γωνίες µε αυτή την έννοια στο ο (αεἰο 296β20.311β 34. 

3. Ο Συριανός θεωρεί ότι ο Ευκλείδης και όλοι εκείνοι που 
αποκαλούσαν τη γωνία Κλίση την κατατάσσουν στην κατηγορία 
σχέση (προς τι). Ακόμη είναι σίγουρο πως ο Ευκλείδης θεωρεί 


τις γωνίες μεγέθη. Αυτό φαίνεται ξεκάθαρα και στην 
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περίπτωση απὀ τις προηγούμενες προτάσεις που αναφέρονται 
ειδικά στις γωνίες πχ 1. Ὁ. 13 και επίσης (μολονότι µε 
διαφορετικό τρόπο) απὀ τον τρόπο που περιγράφει τη γωνία 
στον επόμενο ορισμό και πάντα ὡς περιεχόμενή στις δύο 
γραμμές που τη σχηματίζουν. (Συµεών, Ευκλείδης, σελ.28) 

Ο Πρόκλος (σε αυτή την περίπτωση ο Συριανός) προσθέτει 
ότι η αλήθεια βρίσκεται κάπου ανάµεσα στις τρεις αυτές 
απόψεις. Η γωνία ουσιαστικά ανήκει συμμετέχει και στις τρεις 
κατηγορίες. Χρειάζεται την ποσότητα που βρίσκεται στα 
μεγέθη, επομένως επιδέχεται την ισότητα, την ανισότητα και 
τα όμοια. Χρειάζεται την ποιότητα που της δίνεται απὀ το 
σχήµα της και τελευταία την σχέση που υπάρχει στις γραμμές ή 


τα επίπεδα που την οριοθετούν. 


Η αρχαία κατηγοριοποίηση των «γωνιών» 


Μια λεπτομερής κατηγοριοποίηση των γωνιών σύμφωνα µε τον 
Πρόκλο µπορεί σίγουρα να αποδοθεί στον Γέμινο ((επιίπις). Για να την 
δείξουμε σε διάγραµµα είναι απαραίτητο να δώσουμε ένα παράδειγµα 
ανάγνωσης τῶν όρων. Όλες οι κατηγορίες αναφέρονται σε είδη γωνιών, 
το “γραμμή-περιφέρεια” αναφέρεται σε γωνία που σχηματίζεται απὀ µία 
ευθεία γραµµή και ένα τόξο κύκλου, το “γραμμή-κυρτό” αναφέρεται σε 
γωνία που σχηματίζεται απὀ ευθεία γραµµή και απὀ κυκλικό τόξο µε 
κυρτότητα προς τα έξω. Με τον ίδιο τρόπο 'διαβάζουμε᾽ και τους 
υπόλοιπους όρους. 


Ακολουθεί το σχεδιάγραµµα στην επόµενη σελίδα. 
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Γωνίες 


ω 
Σε επιφάνειες ο ο (Εν 
στερεοίς)  - 


Σε απλές επιφάνειες Σε σύνθετες επιφάνειες 


Λα. κύλινδρους) 


Σε επίπεδα Σε σφαιρικές επιφάνειες 
Σχηµατισµένα από Σχηµατισµένα από Σχηµατισµένα 
και από τις δύο 
απλές γραμμές ανάμεικτες γραμμές᾽ προηγούμενες 
γραμμές 
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πχ. η γωνία που σχηματίζεται (πχ. η γωνία που 
σχηματίζεται 

από µία καμπύλη από µία έλλειψη 
και τον ἀξονά 

όπως η κισσοειδής της ή απὀ µία 
έλλειψη και ένα 


και η Ιπποπέδή, µε τον εαυτό της κύκλο.) 






γραμμήγγραμµή  γραμμή- περιφέρεια- 


γραμμµή-κυρτό γραμμή-κοίλο κυρτό-κυρτό κοίλο-κοίλο 

ανάμεικτα ή 
(ἠχ. η γωνία ενός πχ.κερατοειδής ᾖ(αμφίκυρτοι) (αμφίκοιλοι 

ή κυρτό-κοίλο 

ημµίκυκλου) 


ξυστροειδείς) (αυτά σε 


σχήµα µισο- 


φέγγαρου). 


΄ 


Ορισμοί της ταξινο έν Ωὠνία 
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Όπως για το σηµείο, την ευθεία και το επίπεδο έτσι Και για τη 
γωνία ο βοΠοίίεη δίνει µία αξιόλογη περίληψη, ταξινόμηση και κριτική 
των διαφορετικών μοντέρνων απόψεων µέχρι τούδε (/πῇαί[ί μπα Μείμοα 
ἄθς ρἰαπίπιοίγίςσεποῃ πίγεγγίσΠίς, Π., 1893. σελ. 94-153). Ὀσο για τις 
επόμενες εξελίξεις που παρουσιάζονται απὀ τον Ὑσοτοποδο γίνεται 
αναφορά στο τρίτο κεφάλαιο (απὀ τον Απια]ά!) του Οµεςίίοπ! τισιατάαη{ 
1ο πιαίεπιαΏΊς]ο εἰοπιοπίατί, Ι. (Βο]ΐοσπα, 1912). 

Με µία ἠ δύο εξαιρέσει, αναφέρει ο δεΠοίίεη, οἱ ορισμοί της 
γωνίας μπορούν να χωριστούν σετρεις οµάδες που γενοκότερα 
αντιπροσωπεύουν τα εξής: 

1. Ἡ γωνία εἶναι η διαφορά κατεύθυνσης μεταξύ δύο ευθείων 
γραμμών. (Με αυτή την οµάδα µπορεί να συγκριθεί ο ορισμός 
του Ευκλείδη σύμφωνα µε τον οποίο η γωνία είναι µία 
απόκλιση) 

2. ΗἩ γωνία είναι η ποσότητα ἠἦ το ποσόν (ή το μέτρο) µιας 
περιστροφής που γίνεται φέρνοντας/ για να φέρει µία απὀ τις 
πλευρές τῆς, απὀ τη θέση τής σε αυτήν της άλλης πλευράς, 
χωρίς να ξεφεύγει από το επίπεδο που περιέχει και τις δύο. 

3. Ἡ γωνία είναι το µέρος ενός επιπέδου που περιέχεται ανάµεσα 
σε δύο ευθείες γραμμές µέσα στο επίπεδο οι οποίες 
συναντιούνται σε ένα σηµείο (ή δύο ακτίνων που ξεκινούν απὀ 
το ίδιο σηµείο). 

Είναι άξιο προσοχής ὠστόσο ότι σχεδόν όλα τα εγχειρίδια, που 
δίνουν ορισμούς διαφορετικούς από αυτούς τῶν οµάδων. προσθέτουν 
σε αυτούς κάτι επισημαίνοντας τη σχέση μεταξύ γωνίας και 
περιστροφής: µία εντυπωσιακή υπόδειξη ότι η ουσιαστική/κύρια 
φύση της γωνίας είναι στενά συνδεδεμένη µε την περιστροφή και ότι 


ένας καλός ορισμός πρέπει να υπολογίζει αυτή τη σύνδεση. 
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Οι ορισμοί της πρώτης ομάδας είναι ομολογουμένως ταυτολογικοί 
ή, κυκλοτερείς, λαμβανοµένου υπ᾿όψιν ότι προὐποθέτουν κάποια ιδέα για 
τη γωνία. Η κατεύθυνση (ὠς ανάµεσα σε δύο δεδοµένα σηµεία) µπορεί 
χωρίς αμφιβολία να θεωρηθεί πρωταρχική ιδέα Και µπορεί να οριστεί ὡς 
“ηπ άμεση σχέση δύο σημείων τα οποία µας επιτρέει να 
συνειδητοποιήσουµε η ακτίνα” (δοποίοπ). Όμως μία κατεύθυνση δεν 
είναι κανένα τεράστιο μέγεθος οπότε δύο κατευθύνσεις δεν μπορούν να 
έχουν καμία ποσοτική διαφορά”. (Βιτκίεπ). Ούτε η κατεύθυνση 
επιδέχεται διαφορές σαν αυτές των ποιοτήτων, πχ. χρώματα. Ἡ 
κατεύθυνση είναι µία μοναδική ενότις δεν µπορεί να υπάρξουν 
διαφορετικά είδη ή ῥαθμοί κατεύθυνσης. Εάν αναφερόμαστε σε µία 
διαφορετική κατεύθυνση᾽ χρησιμοποιούμε τη λέξη διφορούμµενα, αυτό 
που εννοούμε είναι απλώς µια άλλη” κατεύθυνση. Γεγονός είναι ότι οι 
ορισμοί που ορίζουν τη γωνία ως διαφορά κατεύθυνσης υποσυνείδητα 
επικαλούνται κάτι έξω απὀ την έννοια της κατεύθυνσης συνολικά, 


κάποια έννοια ανάλογη µε αυτή της ίδιας της γωνίας. 


Ορισµός 13 


Όρος εστίν, ο τινός έστι πέρας. 

Όριο είναι αυτό το οποίο αποτελεί άκρο κάποιου πράγματος. 

Ο Αριστοτέλης επίσης χρησιμοποιεί τις λέξεις όρος και πέρας ως 
συνώνυµες. Ώο σοπ. ΑπίπΙαΙ.Π. 6, 745. ὃς 6, Ὁ όπου στην έκφραση 
“όριο/σύνορο του μεγέθους) χρησιμοποιούνται και οἱ δύο λέξεις. 

Ο Πρόκλος (σελ. 136. ϐ) σημειώνει ότι η λέξη όριο φτάνει στις 
ρίζες της γεωμετρίας, η οποία προέκυψε απὀ µε τη μέτρηση περιοχών 


του εδάφους και την οριοθέτησή τους. 
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Ορισµός 14 


Σχήµα εστί το υπό τινός ή τινών όρων περιεχόµενον. 
Σχήµα είναι αυτό το οποίο περιέχεται σε οποιοδήποτε όριο ή 
όρια/σύνορα. 

Ο Πλάτωνας στο Μενωνα παρατηρεί ότι η στρογγυλότις ή το 
στρογγυλό αποτελεί 'σχήµα᾽, όπως επίσης η ευθεία και πολλά άλλα 
πράγματα. Έπειτα εξετάζει τι κοινό έχουν όλα αυτά και χάρις στην 
παρατήρησή του αναφερόμαστε σε αυτά µε τον όρο 'σχήμα᾽. Ἡ 
απάντησή του είναι η εξής (76Α): «αναφερόμενος/παραπέµποντας σε όλα 
τα σχήματα λέω ότι σχήµα είναι αυτό µέσα στο οποίο έχει τα άκρα του 
ένα στερεό (τούτο, εις ο το στερεόν περαίνει) ή εν συντομία σχήµα είναι 
ένα ἀκρο ενός στερεού. Η πρώτη παρατήρηση είναι όµοια µε αυτή του 
Αριστοτέλη στα Φυσικά 1. 5. 188. ὅλ25. ὀπου η γωνία, η ευθεία και ο 
κύκλος αναφέρονται ὡς είδη σχήματος. Στις Κατηγορίες δ. 10 δε 1 1. το 
᾿σχήμα᾽ συγκαταλέγεται µε την ευθύτητα και την καμπυλότητα στην 
κατηγορία της ποιότητας. Ωστόσο εδώ το ᾿σχήμα᾽ φαίνεται να σηµαίνει 
μάλλον µορφή παρά σχήμα µε την έννοια που του δίνουμε σήµερα. 
Πλησιάζοντας τη σηµερινή έννοια του σχήματος, ο Αριστοτέλης δέχεται 
ότι το σχήµα είναι ένα 'είδος μεγέθους (Ώε Απιπια ΤΠ. 1. 425 ὃς 18), και 
διαχωρίζει τα επίπεδα σχήµατα σε δύο είδη, χρησιμοποιώντας γλώσσα ὀόχι 


πολύ διαφορετική/όμοια απ᾿του Ευκλείδη, σε αυτά που περιέχονται σε 
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ευθείες Και κυκλικές γραμμές: 'κάθε επίπεδο σχήμα είναι είτε 
ευθύγραμμο ή σχηµατισµένο από κυκλικές γραμμές (περιφερόγραμμον), 
το ευθύγραμμο σχήμα περιέχεται σε πολλές γραμμές, το κυκλικό σε 
µία. (Ώοε οαεἰο ΤΠ. 4, 2560 13). Επισημαίνει ότι το επίπεδο δεν είναι 
σχήµα ούτε το σχήµα επίπεδο, όµως ένα επίπεδο σχήμα αποτελεί µία 
έννοια και είναι είδος της κατηγορίας σχήµα/ανήκει στο εἶδος του 
σχήματος (Απα[. Ῥο5ΐ. . 3. 90 Ὁ 37). Ο Αριστοτέλης δεν επιχειρεί γενικά 
να ορίσει το σχήμα, μάλιστα υποστηρίζει ότι θα ήταν ἀσκοπο/ανώφελο: 
'Από αυτό είναι ξεκάθαρο ότι υπάρχει ένας ορισμός για την ψυχή µε τον 
ίδιο τρόπο που υπάρχει ένας ορισμός για το σχήμα. Γιατί στη µία 
περίπτωση δεν υπάρχει κανένα σχήμα εκτός απὀ το τρίγῶνο, το 
τετράπλευρο, και οὕτω καθεξής, ούτε υπάρχει ψυχή άλλη πέραν αυτών 
που προαναφέρθησαν. Θα μπορούσε να δημιουργηθεί ένας ορισμός ο 
οποίος θα έπρεπε να αφορά σε όλα τα σχήµατα αλλά ὀχι ειδικά σε κάποιο 
συγκεκριµένο σχήμα, και ομοίως µε τα είδη της Ψυχής που 
αναφέρονται.[Αλλά ένας τόσο γενικός ορισμός δεν θα εξυπηρετούσε 
κανένα σκοπὀ.] Ως εκ τούτου είναι παράλογο εδώ όπως και αλλού να 
αναζητούμε έναν γενικό ορισμό ο οποίος δεν θα αποτελεί κανονικά έναν 
ορισμό κάποιου υπαρκτού πράγματος και δε θα µπορεί να εφαρμοστεί σε 
ένα συγκεκριµένο ανάγῶγο (που δεν επιδέχεται απλοποιήση) είδος 
μπροστά µας, στην εγκατάλειψη του ορισμού πράγμα που εφαρµόζεται 
εὐκολα/πολύ εφαρμόσιμο.᾽ 

Συγκρίνοντας τον ορισμό του Ευκλείδη µε τα παραπάνω, 
παρατηρούμε ότι µε την εισαγωγή του ορίου (όρος) αυτός αυτόματα 
εξαιρεί την ευθεία την οποία ο Αριστοτέλης χαρακτήρισε ὡς σχήμα. 
Επίσης χωρίς αμφιβολία μπορούμε να πούμε ότι εξαίρεσε και τη γωνία 
κρίνοντας (1)από τη δήλωση του Ἠρωνα ότι 'οὖύτε µία ούτε δύο γραμμές 
μπορούν να ολοκληρώσουν ένα σχήμα” (2) απὀ τον εναλλακτικό ορισμό 


της ευθείας γραμμής ὡς αυτή η οποία δεν µπορεί µε αλλή γραµµή του 
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ίδιου είδους να δώσει σχήµα᾽ (3) απὀ τον διαχὠρισµό που έκανε ο 
(αοπιίπις ανάµεσα στη γραµµή που δίνει σχήµα (σχήηματοποιούσα) και τη 
γραµµή που προεκτείνεται επ άπειρον (επ᾽άπειρον εκβαλλόμενη). του 
οποίου µεταγενέστερος όρος περιλαμβάνει µία υπερβολή και µία 
παραβολή. Αντί να ονομάσει σχήµα ένα άκρο, όπως έκανε ο Πλάτωνας 
µε την έκφραση ΄άκρο ενός στερεού’, ο Ευκλείδης περιγράφει ως σχήµα 
αυτό το οποίο έχει ένα ὀριο ή όρια. Και τελευταία, παρά την ένσταση του 
Αριστοτέλη. ὀντως επιχειρεί έναν γενικό ορισμό που να καλύπτει όλα τα 
είδη του σχήματος, στέρεα και επίπεδα. Για το λόγο αυτό φαίνεται 
ξεκάθαρα πως ο ορισµός του Ευκλείδη ανήκει αποκλειστικά σε αυτόν. 

Μία άλλη άποψη για το σχήμα, που θυμίζει αυτή του Πλάτωνα στο 
Μεπο 76Α. αποδίδεται απὀ τον Πρόκλο στον Ποσειδώνιο. Ο τελευταίος 
θεωρούσε το σχήµα πέρας συγκλείον, 'διαχωρίζοντας την έννοια του 
σχήματος απὀ αυτή της ποσότητας (ή του μεγέθους) και αποδίδοντας της 
την αιτία του ὠρίσθαι, του πεπεράσθαι και τῆς περιοχής. ... Έτσι 
φαίνεται ο Ποσειδώνιος να έχει υπ᾿όψιν του το όριο µόνο τοποθετημένο 
γύρω απὀ έξω, ενώ ο Ευκλείδης εννοεί όλο το περιεχόµενο, έτσι ώστε ο 
Ευκλείδης να µιλά για κύκλο ὡς σχήμα αναφορικά µε ολόκληρο το 
επίπεδο του (επιφάνεια) και την περιοχή εκτός, ενώ ο Ποσειδώνιος (να 
μιλά για κύκλο ως σχήμα) αναφορικά µε την περιφέρειά του....ο 
Ποσειδώνιος ήθελε να εξηγήσει την έννοια του σχήματος ως ένα 
πεπερασμένο και συγκλείον μέγεθος. 

Ο Πρόκλος παρατηρεί ότι µια λογική και εκλεπτυσμένη κριτική 
ίσως να επέκρινε τον ορισμό του Ευκλείδη γιατί καθορίζει το είδος από 
τα επιµέρους είδη. αφού αυτό που περικλείεται απὀ ένα όριο και αυτό 
που περικλείεται απὀ πολλά είναι εξίσου είδη σχημάτων. Η καλύτερη 
απάντηση βρίσκεται στην παράγραφο του Αριστοτέλη (Ώο Απίπια) που 


παρατίθεται άνωθεν. 
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15. Κύκλος εστί σχήµα επίπεδον υπό µιας γραμμής περιεχόµενον 
[η καλείται περιφέρεια], προς ην αφενός σημείου των εντός του 
σχήματος κειμένων πάσαι αι προσπίπτουσαι ευθείαι [προς την του 
κύκλου περιφέρεια] ίσαι αλλήλαις εισίν. 

16. Κέντρον δετου κύκλου το σηµείον καλείται. 

15. Κύκλος είναι ένα επίπεδο σχήµα που περιέχεται σε µια γραμμή 
τέτοια που όλες οι ευθείες γραμμές που προσπίπτουν πάνω της 
ξεκινώντας απὀ ένα απὀ τα σηµεία που βρίσκονται εντός του κύκλου, 
είναι ίσες μεταξύ τους. 


16. Και το σηµείο αυτό καλείται κέντρο του κύκλου. 
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Οι απόψεις του Πρόκλου επίτων ορισμών του 


Ευκλείδη 


Εκτός από τις επισυνάψεις των σχολίων του Πρόκλου στο προηγούμενο 
µέρος τῶν σχολίων του Ηοαίμ, ενδιαφέρον έχουν κι άλλες απόψεις του 


Πρόκλου. Συγκεκριµένα: 


Πάνω στον ορισμό 1 


Φρονεί , ότι είναι σε όλους προφανές, ότι ο Ευκλείδης, κατά τους 
ορισμούς του, προχώρησε επαγωγικά, απὀ το συνθετότερο στο 
απλούστερο, και συγκεκριµένα . απὀ το τριδιάστατο σχήµα στην 
επιφάνεια η οποία είναι το πέρας του, µετά απὀ την επιφάνεια , στο πέρας 
τής οποίας είναι η γραµµή. και απὀ την γραμμή στο σηµείο το οποίο 
είναι ανεξάρτητο απὀ κάθε διάσταση. Στην συνέχεια αφού κάνει 
ορισμένα μεταφυσικής φύσεως σχόλια πάνω στην έννοια των περάτων, 
αποφαίνεται, ότι η µονάδα μεταξύ των αύλων μορφών, είναι η πλέον 
τέλεια απὀ την πολλαπλότητα, το αδιαίρετο µε ό,τι προηγείται --με 
οποιοδήποτε τρόπο- απὀ αυτό και ό,τι φράσσει͵, είναι πιο τέλειο από 
αυτό που παίρνει το πέρας του., από κάτι άλλο εκτός απὀ τον εαυτό του. 
Βεβαίως, αυτό μοιάζει αρκετά δυσνόητο, αλλά στην ουσία ο Πρόκλος 
αναφέρεται στο ότι τα «δομικά στοιχεία» των μαθηματικών οντοτήτων 


είναι πιο τέλεια απὀ τα «παράγωγά τουο» 
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Πάρα κάτω γίνεται πιο σαφής, λέγοντας ότι «αυτά τα απλά υπάρχουν για 
τα σύνθετα» λέει ακόµα, ότι «οι έννοιες των υπάρχουν περάτων, 
υπάρχουν κι υφίστανται στους ίδιους τους εαυτούς τους και όχι στα ίδια 
τα περατούµενα) Κι αυτό αποτελεί µια δυσνόητη απόφανση του 
Πρόκλου, αλλά -σύμφωνα και µε σχολιαστές του έργου του (Μοιτον/) 
αυτό πρέπει να το ερμηνεύσουμµε µε το ότιλ.χ. το σηµείο ., όταν 
ενσωματώνεται στις γραμμές που περιορίζει, χάνει τον αδιαίρετο 
χαρακτήρα του και συμμετέχει στην διαιρετότητα των περιορισμένων 
σωμάτων. 

Ενδιαφέρον έχει και η ἀποψή του για το ότιτο σηµείο παρ΄ ότι δεν έχει 
µέρη, και όσοκι αν η ὐπαρξή του καθορίζεται απὀ το πέρας, εν τούτοις 

, περιέχει κάτι από την δυναμική του απείρου. Διότι γεννά όλα τα 
διαστήματα Και η πρόοδος όλων των διαστημάτων , δεν εξαντλεί την 
δυναμική του. Μετέχοντας στην φύση του απείρου το σηµείο , είναι 
παρόν στα σώματα (σημειοσύνολα) άπειρες φορές. 

Αναφέρει ακόµα, ότιτα σώματα, ὡς διαφορετικά έχουν διαφορετικά 
πέρατα. Ωστόσο, το σηµείο, είναι πέρας πάντων. 

Στην συνέχεια κάνει µια αναδρομή στους πόλους του κόσμου σε σχέση 
µετις απόψεις του Πλάτωνα. 

Παραδέχεται ότι η έννοια του σημείου µπορεί να είναι ατελής σύμφωνα 
µε κάποια άποψη, αλλά για την παρούσα επιστήμη (1 εωμετρία) τέλειος. 
Λέει, ότι και ο Γιατρός και ο φυσικός ξεκινούν µε κάποιες αρχές. Ο 
Γιατρός λέει ότι στοιχεία των σωμάτων είναι το πύρ και το ύδωρ. και 
συνεχίζει ο φυσικός, απὀ εκεί που σταμάτησε ο γιατρός αναλύοντας σε 
απλούστερα, και όλοι έχουν δίκιο σε σχέση µε την επιστήμη τους. Έτσι 
λοιπόν και για την γεωμετρία . δεν θα πρέπει να πούμε ότι έχει ατέλεια ο 
ορισμός του σημείου, διότι λέει σαφώς ότι αυτό που είναι χωρίς µέρη, 
είναι το σηµείο και τίποτε άλλο εκτός αυτού. Και βέβαια, µε αυτόν τον 


τρόπο θα πρέπει να εννοήσουµε τον ορισμό του Ευκλείδη. 
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Στην συνέχεια Κάνει µια ενδιαφέρουσα αναφορά σε σχέση µετον 
Παρμενίδη ., αποδίδοντας σε αυτόν την ρήση . ότι οι αρνητικοί ορισμοί, 
είναι οἱ πλέον κατάλληλοι για τις πρώτες αρχές. (έχει σχολιασθεί κι απ΄ 
τον Ηεαίῃ). 

Αναφερόμενος στους Πωυθαγορείους για το ότι σηµείο είναι «μονάς 
προσλαβούσα θέση» στην προσπάθειά του να εκθέσει το τι εννοούσαν 
αυτοί λέει, ότι οι αριθμοί είναι καθαρότεροι και πιο ἀῦλοι απὀ τα μεγέθη 
και ότι η αρχή τοὺς (η µονάδα) είναι απλούστερη απ΄ αυτούς. Αλλά όταν 
λένε ότι η µονάδα έχει θέση”. νομίζω ότι δηλώνουν ότι η µονάδα έχει 
την ὑπαρξή της και την θέση της στην σκέψη. 

Και καταλήγει: 

Είναι λοιπόν η µονάδα χωρίς θέση, διότι είναι ἀύλη και έξω απὀ κάθε 


διάστηµα και τόπο. 


Ορισµός 2 


Διευκρινίζει , ότι όταν ο Ευκλείδης λέει ότιη γραμμή είναι «μήκος χωρίς 


πλάτος,λεννοείται και το «χωρίς βάθος» 





7Ο Μοιτονν λέει «την αντίθετη πρόταση «θέσιν µη έχουσα» σε αντίθεση µε τον 
Ετιθά]είπ µε το επιχείρηµα ότι µόνο έτσι έχει νόηµα η αντιθετική πρόταση που 
εμφανίζεται εδώ «η µεν µονάς» και «το δε σηµείο» πρέπει όµως να δεχθούµε-κατά 


την γνώµη του γράφοντος- ότι εννοιολογικά στέκει το «θέσιν έχουσα» 
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Διαπραγματεύεται κατόπιν την έννοια της ρύσεως σημείου (ξεχωριστή 
εργασία γι αυτό) 

Στην συνέχεια κάνει µια ενδιαφέρουσα σύγκριση των αρχών σε σχέση µε 
τους Πυθαγορείους, αλλά και τον Αριστοτέλη που θεωρούν τα 
γεωμετρικά αντικείµενα είτε απὀ άποψη διαστάσεων είτε απὀ άποψη 
τάξεως αρχών. 


Σχηµατικά, ασχολείται µε τα παρακάτο: 


| 
ευθεία 
| 
επίπεοσ 


Στοροό σόµα---------ν 


Πράγματι, τα παραπάνω σχετίζονται Και µε την Τετρακτύν 


Των Πωυθαγορείων (1123410) 


Το άλλο σχήµα έχει να κάνει µετις διαστάσεις των σωμάτων και είναι 


Ευθεία---- 


ἀαἀἂἀαἀ 


Επίπεδο 


. 
Στρεόσώµμα---» 


Λέει χαρακτηριστικά, ότι η επιφάνεια έχει τάξη τρία σε σχέση µε το 


σηµείο Και την γραµµή, αλλά δύο σε σχέση µε το στερεό. Έτσι καιτο 
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σώµα σε σχέση µε το σηµείο είναι τετραδικό, σε σχέση µε την γραμμή 
τριαδικό. Έτσι, σύµφωνα µετους Πυθαγόρειους, το σηµείο έχει διττή 
φύση, εφ’ όσον υπάρχει είτε µόνο του. είτε σε γραµµή. Και ὡς πέρας 
µόνο, και ένα, µη έχοντας ούτε ολότητα, ούτε µέρη, μιμείται την 
κορυφή των όντων και έτσι ταξινομείται ὡς ανάλογο τῆς µονάδας. 

Η γραμμή είναι το πρώτο πράγµα που έχει µέρη καιπου είναι µια 
ολότητα. Είναι δε και μοναδική και ως µονοδιάστατη, αλλά και 
δυαδική λόγω της προόδου της. Ως άπειρη συμμετέχει στην αόριστη 
δυάδα και αν είναι πεπερασμένη (ευθ. τμήμα) απαιτεί δύο πέρατα, 
από πού και προς τα πού." 

Αφού κάνει και µια μεταφυσική θεώρηση, καταλήγει στο ότι 
μπορούμε να έχουμε µια οπτική αντίληψη της γραμμής, αν 
παρατηρήσουμε τον χωρισμό σκιάς και φωτός, εἶτε στην Γη είτε στην 


4 / / / ιά / . 2 
σελήνη. Το ενδιάµεσο φωτός --σκιάς είναι αδιάστατο κατά πλάτος. 


Ορισµός 3 


Σχολιάζει ο Πρόκλος, πως κάθε σύνθετο παίρνει το πέρας από το 
απλό και κάθε διαιρετό απὀ το αδιαίρετο. 

Ο Ευκλείδης όταν λέει ότι η γραμμή περατούται απὀ σηµεία, µας 
φανερώνει, ότι αυτή καθ΄ εαυτή η γραμμή είναι απεριόριστη ., σαν 


να µην έχει πέρας, εξ αιτίας της προεκτάσεως. 





35 Ἐδώ υπάρχει µια διχογνωµία σε σχέση µε το αρχαίο κείµενο. Ο ΕΠοάἰείπ λέει 
«προς τον επ΄ αυτής» και άλλοι «πρώτον επ᾽ αυτής» Εδώ υιοθετήθηκε η πρώτη άποψη. 
Με σύγχρονη θεώρηση ο Πρόκλος βρήκε ένα καλό ανάλογο και τίποτα 
περισσότερο, αφού υπάρχει παρασκιά , σκιά , τα σώματα που ορίζουν την σκιά είναι 


φυσικά και άρα ατελή κτλ. 
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Λέει ακόµα ότι η γραμμή είναι και άπειρη και πεπερασμένη υπό την 
εξής έννοια: κατά όσον αφορά την δυνατότητα προέκτασήςτης, 
άπειρη. κατά δε την συµµετοχή της στην αιτία της που είναι όμοια µε 
πέρας (εννοεί το σηµείο) είναι πεπερασμένη. 

Στην συνέχεια διαπραγματεύεται την υπόσταση της γραμμής ως ευθ. 
τμήματος, ηµιευθείας και ευθείας ., λέγοντας χαρακτηριστικά. ότι 
σύμφωνα µετον Ευκλείδη, η γραµµή έχει τρεις έννοιες. 

(Οι υπόλοιπη θεώρηση υπάρχει σχολιασµένη στο τµήµα της εργασίας 


πάνω στον Ηοαί) 


Ορισµός 4 


Ευθεία γραμμή είναι αυτή που κείται εξ ίσου προς τα σηµεία της. 
Αναφέρει την άποψη του Πλάτωνα που λέει ότι τα δύο πρωταρχικά 
είδη γραμμών είναι η ευθεία και η περιφέρεια του κύκλου και ότι τα 
άλλα είδη των γραμμών προέρχονται από ανάμειξη αυτών των δύο. 
Τόσο αυτών που ονομάζονται ελικοειδείς και βρίσκονται σε επίπεδα, 
τόσο κι αυτών που ορίζονται γύρω απὀ στερεά, είτε κι αποτοµές 
στερεών. 

Σύμφωνα µε τον Πλάτωνα, το σηµείο μοιάζει να έχει την υπόσταση 
τῆς µονάδας. . διότι και η µονάδα δεν έχει µέρη, (όπως µας λέει στον 
Παρμενίδη) . Ὑπάρχουν τρεις υποστάσεις : Το πέρας, το άπειρο Κκαιτο 
μεικτό. Μέσω αυτών δημιουργούνται τα είδη των γραμμών και τα 
είδη των γωνιών , αλλά και τα είδη των σχημάτων. Και αντίστοιχα µε 
το πέρας είναι : Στα µεν επίπεδα η περιφέρεια του κύκλου. η γωνία 
που ορίζεται από καμπύλες, και ο κύκλος. Στα δε στερεά η σφαίρα. 
Στο άπειρο ανταποκρίνεται η ευθεία και στις τρεις οµάδες, επειδή 


βρέθηκε σε όλα αυτά . υπάρχουν επίσης μεικτές γραμμές, όπως οι 
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έλικες και μεικτές γωνίες, όπως του ηµικυκλίου., και η κερατοειδής 
και μεικτά σχήματα , όπως τα τμήματα και οι αψίδες. 

Αναφέρει ακόµα ο Πρόκλος, ότι Και η άποψη του Αριστοτέλη είναι 
ίδια µε του Πλάτωνα , διότι λέει ότι κάθε είδος γραμμής είναι ή ευθεία 
ή περιφερής ή µεικτή απὀό αυτά. Και για τον λόγο αυτό μάλιστα 
υπάρχουν και τρία είδη κινήσεων. Κίνηση σε ευθεία , κίνηση κυκλική 
και κίνηση μεικτή. 

Στην συνέχεια αναφέρεται στην κυλινδρική έλικα Κι στο πως αυτή 
παράγεται απὀ την κίνηση την μεικτή που κάνει σηµείο κινούμενο 
ευθύγραμμα κατά µήκος της κυλινδρικής επιφάνειας. ενώ ο 
κύλινδρος στρέφεται µε ομαλή ταχύτητα. Μας δίνει και την 
πληροφορία, ότι ο Απολλώνιος είναι αυτός που χαρακτηρίζει την 
καμπύλη αυτή οµοιοµερή . αφού όπως αποδεικνύει σε (χαμένο) έργο 
του είναι αυτή η καμπύλη ή µόνη που έχει αυτό το χαρακτηριστικό 
(µη επίπεδη) 

Στην συνέχεια είναι αρκετά ενδιαφέρον που ο Πρόκλος, παρουσιάζει 
τον τρόπο γένεσης κάποιων γραμμών µε σκοπό να τις κατατάξει, 
παρουσιάζοντας ουσιαστικά σύνθεση κινήσεων: 

Λέει: 

Φαντασθείτε ένα τετράγωνο και δύο κινήσεις, µία κατά μήκος και µία 
κατά πλάτος. Τότε θα προκύψει µια διαγώνια κίνηση, πάλι σε ευθεία. 
Στην συνέχεια περιγράφει έναν αρκετά γνωστό και απλό γεωμετρικό 
τόπο. ευθύγραμμο τµήµα, σταθερού μήκους ολισθαίνει ανάµεσα στις 
πλευρές ορθής γωνίας. Ποίος ο τόπος του κέντρου της; 

Αν κάποιος χρησιμοποιήσει την πρόταση ότι η διάµεσος επί την 
υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου είναι το μισό αυτής, τότε εύκολα 
δείχνουμε, ὀτιτο μέσον διαγράφει κύκλο. Αυτό το παράδειγµα το 
χρησιμοποιεί ο Πρόκλος για να δείξει ότι ο κύκλος µπορεί να 


παραχθεί µε αυτόν τον τρόπο (κίνηση ευθείας στα όρια της ορθής 
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γωνίας) και δεν θα πρέπει να κατατάξουµε τον κύκλο στις μεικτές 
γραμμές. 

Ενδιαφέρον έχει και η αναφορά του Πρόκλου στον Πλάτωνα και 
στον ορισμό της ευθείς που δίνει: 

Είναι αυτή. της οποίας το µέσον καλύπτει τα άκρα. Εξηγεί μάλιστα 
τον πρωτότυπο αυτό ορισμό, λέγοντας, ότι αυτό είναι µια αναγκαία 
συνθήκη για τρία σηµεία που βρίσκονται σε ευθεία... Δεν είναι όµως 
αναγκαία για κάποια άλλη γραμμή (λ.χ. κύκλο) ή άλλη διάσταση. Τια 
να γίνει σαφέστατος προσθέτει, ότι ο ήλιος βρίσκεται σε έκλειψη. 
όταν ο ήλιος βρίσκεται στην ίδια ευθεία µε την Σελήνη και τον 
οφθαλμό µας. 

Ενδιαφέρον παρουσιάζει και η αναφορά του Πρόκλου στον Αρχιμήδη 
που όρισε την ευθεία ως την μικρότερη γραμμή που έχει µε αυτή τα 
ίδια άκρα. 

Στην συνέχεια αναφέρεται στις ταξινομήσεις κατά Τέμµινο , στις 


οποίες έχουµε ήδη αναφερθεί. 


Ορισµός δ 


Ἐπίπεδη γωνία είναι η Κλίση δύο γραμμών μεταξύ τους στο επίπεδο, 


που τέμνονται και δεν βρίσκονται στην ίδια ευθεία 





ὁ Πλάτωνας «Παρμενίδης» (1373) «Και µην ευθύ γε, οὐ αν το µέσον αμφοίν τοιν 
εσχάτοιν επίπροσθεν ή» 

δ] Πρόκειται και για πρακτικό έλεγχο µιας γραμμής αν είναι ή όχι ευθεία : αν 
κοιτάξουμε πλάγια στο χαρτί και το ένα άκρο τείνει να εξαφανισθεί από το άλλο, η 
γραμμή είναι ευθεία. Αν μπορούσαμε να βάλουμε το µάτι µας ακριβώς στο ένα άκρο 
(σε ένα σύρμα λ.χ.) µε αυτό το κριτήριο μπορούμε να αποφανθούµε αν είναι ή όχι 


ευθύ , χωρίς κανόνα. 
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Ο Πρόκλος αναφέρεται στον χαρακτηρισμό των γωνιών ως ποιότητα 
ή ὡς ποσότητα. Επιχειρηματολογεί µε το ότι αν ήταν μέγεθος, τότε 
αυτές θα είχαν λόγο . Και τότε θα φθάναµε στο σηµείο µια 
κερατοειδής γωνία . να υπερέχει µιας ευθύγραμµηής, πράγµα που δεν 
είναι δυνατόν να συμβαίνει, διότι η κερατοειδής γωνία είναι η 


μικρότερη απὀ όλες. 


Επίσης αν η γωνία εκφράζει ποιότητα, όπως η ζέστη και το κρύο, τότε 
πως είναι δυνατόν να διαιρούνται σε δύο ίσα µέρη; 

Στην συνέχεια αφού διαπραγματευθεί προβληματισμούς που 
απορρέουν απὀ το γεγονός ότι υπάρχουν πολλά είδη γωνιών και άρα 
δεν είναι συγκρίσιµες, καταλήγει, 

Είναι απαραίτητο να ονοµάσουµε την γωνία ή ποιότητα ή ποσότητα ή 
σχέση. . Τα µεν σχήµατα είναι ποιότητες, οἱ λόγοι μεταξύ τους είναι 
σχέσεις. άρα απομένει η ταξινόμηση σε αυτά τα τρία γένη. 

Ο Ευκλείδης λέει ότι η γωνία είναι κλίση.” Ενώ ο Απολλώνιος την 
ονομάζει σύγκλιση µιας επιφάνειας ή ενός στερεού προς ένα σηµείο. 
Αναφέρει την άποψη του Απολλώνιου, ο οποίος έλεγε ότι μάλλον δεν 
είναι τομή επιφάνειας ή στερεού, αλλά μάλλον επιφάνεια που 
συστέλλεται στο δοσμένο σηµείο της. 

Ο Εὐύδημος ο περιπατητικός έλεγε . ότι η γωνία είναι ποιότητα. 
Εξετάζοντας τον τρόπο µετον οποίο παράγεται η γωνία λέει ότι δεν 
είναι τίποτα άλλο παρά διαίρεση γραμμών. . αν μάλιστα η ευθύτητα 
συνιστά ποιότητα, το ίδιο θα είναι και η διαίρεση. Αλλά, αφού η 
γωνία έχει την προέλευσή τῆς στην ποιότητα, τότε είναι ποιότητα. 

Ο Πλούταρχος ο Αθηναίος” έλεγε ότι η γωνία είναι ποιότητα. Έλεγε 


ότι «η γωνία είναι το πρώτο διάστηµα κάτω απὀ το σημείο.» έλεγε 





32 τι. μ κ / / 
Σύμφωνα µετον Ηεαίμ αυτό συνιστά πρωτοπορία του Ευκλείδη. 
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μάλιστα πως το {ίδιο υπεστήριζε και ο Απολλώνιος και βάσιζε τον 
ισχυρισμό του , στο ότι πρέπει να υπάρχει κάποιο πρώτο διάστηµα 
κάτω απὀ την Κλάση που περιέχει γραμμές ή επιφάνειες. 

Ο Κάρπος ο Αντιοχεύς, λέει ότι η γωνία είναι µια ποσότητα. 
Ειδικότερα, ότι είναι η απόσταση των γραμμών ή των επιφανειών που 
την περιέχουν. Αν και αυτή είναι απόσταση κατά µία έννοια .. Η 
γωνία όµως δεν είναι γραµµή. Διότι κάθε τι που εκτείνεται κατά µία 
διάσταση δεν είναι γραμμή. Αυτό μάλιστα θα ήταν το πιο παράξενο 
από όλα, αν δηλαδή υπήρχε δηλαδή μέγεθος διαφορετικό απὀ την 
γραμμή που να είχε µια µόνο διάσταση. 

Στην συνέχεια παρουσιάζει κάποια είδη γωνιών όπως η ιπποπέδη. 


κισσοειδής και ξυστροειδής, κερατοειδής, 


Κερατοειδής 


γωνία 








3 Ἐννοεί την κορυφή 
44 Δάσκαλος του Πρόκλου και διευθυντής της Ακαδημίας Πλάτωνος.. σύμφωνα µε 


υποσηµείωση του (1. Μοιτον/ 
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αμφίκυρτη 





. Μεικτή γωνία 
Ορισµός 13 


Όριο είναι ό,τι είναι πέρας κάποιου. 


Ο όρος όριο (σύνορο) δεν αναφέρεται σε κάθε μέγεθος, (αφού για 
παράδειγµα, το όριο της γραμμής είναι μάλλον πέρας.) αλλά σε 
επίπεδες επιφάνειες και στερεά. Ο Ευκλείδης ονομάζει όριο τη 
γραµµή που περικλείει µια περιοχή Και είναι όριο µε την έννοια αυτή, 
όχι όπως το σηµείο που λέγεται ότι είναι όριο µιας γραμμής, αλλά ως 
αυτό που περιβάλει και περικλείει κάτι από αυτά που βρίσκονται 


γύρω του. Ο όρος αυτός είναι σύµφωνος µε την αρχική Γεωμετρία 
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όπου μετρούσαν τα χωράφια , φρόντιζαν να διατηρούν τα ὀριά τους 
διακεκριµένα και απὀ αυτή την δραστηριότητα επινόησαν αυτή την 
επιστήμη. Έτσι, όταν ο Ευκλείδης ονομάζει την εξωτερική 
περιβάλλουσα γραμμή όριο, την θεωρεί επίσης και πέρας των 
επιπέδων χωρίων. Γιατί οτιδήποτε που περιβάλλει, περιορίζεται από 
την περιβάλλουσα γραμμή. Για τον κύκλο για παράδειγµα, η 
περιφέρειά του είναι το όριο και το πέρας, αλλά η ίδια η επίπεδη 


επιφάνεια, είναι µια περιοχή. 


Ορισµός 14 


Σχήµα είναι αυτό που περιέχεται απὀ Κάποιο όριο ή από κάποια όρια. 


Επειδή το σχήµα έχει πολλές έννοιες και διαιρείται σε διαφορετικά 
είδη. πρέπει να εξετάσουμε τις διαφορές αυτές ώστε να φθάσουμε 
στον ορισμό αυτό. Έτσι ξεκινά ο Πρόκλος και αφού αναφερθεί σε 
σχήματα υλικά , τέχνης σχήματα . και αφού περιηγηθεί σε 
φιλοσοφικές διασυνδέσεις µε περί ψυχής λόγους σχήµατα των θεώ 
αναφερόμενος στον Πλάτωνα, καταλήγει: 

Ο γεωµέτρης (Ευκλείδης) ....το θεωρεί αµέσως ὡς ενωμένο µε την 
ύλη και εκτεταμένο στην φαντασία Και σωστά το ονομάζει 
περιορισμένο και µε σύνορα. Γιατί οτιδήποτε έχει ύλη, είτε νοητή είτε 
αισθητή, έχει ένα σύνορο που προέρχεται από έξω απὀ τον εαυτό του. 
Το σχήμα δεν είναι το ίδιο όριο, αλλά είναι περιορισμένο. Δεν είναι 
δικό του σύνορο, (διότι άλλο είναι το σύνορο, Κι άλλο αυτό που έχει 
σύνορο) ούτε είναι µέσα σ΄αυτό, αλλά συμπεριλαμβάνεται σ΄αυτό. 


Αφού γεννιέται µε ποσότητα και υπόκειται σ΄αυτή , η ποσότητα είναι 
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το υπόστρωμά του. Ο ορισμός αυτής της ποσότητας είναι το σχήµα., 
δηλαδή η µορφή του και το σχήμα του. 

Ο Ευκλείδης, ονόμασε σχήµα αυτό που σχηματίζεται, και το ένυλο 
πράγµα που συνυπάρχει µε την ποσότητα το ορίζει ὡς περιεχόµενο. 
Ο Ποσειδώνιος ορίζει το σχήμα ως το περιέχον όριο. ἘΞεχωρίζοντας 
την ιδέα του σχήματος από την ποσότητα και κάνοντάς το την αιτία 
του οριστικού (Ἔπου ορίζει. περιορίζει) Διότι ο παράγοντας που 
περικλείει είναι άλλος από αυτόν που περικλείεται. 

Ο Ευκλείδης λέει ότι ο κύκλος είναι ένα σχήμα που ορίζεται απὀ όλη 
την επίπεδή του επιφάνεια µαζί µετην εξωτερική του περιφέρεια. 
Άλλος λέει ότι είναι ένα σχήµα λόγω της περιφέρειας. Η µία 
θεώρηση λέει ότι το σχηματιζόµενο είναι ένα µε το υποκείµενό του κι 
ϱ άλλος λέει ότιτο σχήμα είναι αυτό που περιορίζει κι εγκλείει 


ποσότητα. 


Ορισμοί 15. 16 (Κύκλος και κέντρου κύκλου) 


Αφού ενασχοληθεί ο Πρόκλος µε φιλοσοφικές θεωρήσεις του κύκλου 
(χρόνος περίοδος, περιοδικά φαινόμενα, αλλά καιλίγο µε 
αριθμµολογία) φθάνει στον μαθηματικό ορισμό του κύκλου και λέει: 
Ο ορισμός λέει ότι ο κύκλος είναι σχήµα , αφού προφανώς είναι 
περιορισμένο και περικλείεται σε όλες τις πλευρές από ένα απλό 
σύνορο και έτσι δεν ανήκει στην φύση του απείρου, αλλά στην φύση 
του πέρατος. Και είναι επίπεδο σχήμα. Και μάλιστα πρώτο απὀ όλα, 
αφού περιέχεται µέσα σε µια απλή γραµµή που δεν έχει ποικιλία στα 
σύνορά της. Μοιάζει έτσι µε την µονάδα. Επί πλέον είναι το µόνο 
σχήµα που απὀ το κέντρο του , όλες οι εκβαλόµενες προςτις πλευρές 
του είναι ίσες, διότι σε άλλα κάποιες είναι ίσες και κάποιες όχι. 


Λέει ακόµα ο Πρόκλος, ότι κύκλος δεν µπορεί να έχει δύο κέντρα. 
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Τελειώνει δε µε φιλοσοφικές και θεολογικές προσεγγίσεις του 


κύκλου. 
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